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АППРОКСИМАЦИИ В РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЯХ 

Аннотация. В работе описан элементарный способ учета при вычислении 

параметров линейной регрессионной модели требования равенства нулю ошибок 

аппроксимации для методов наименьших модулей и антиробастного оценивания. Он 

состоит в дополнении систем ограничений соответствующих задач линейного 

программирования одним равенством. Решен простой численный пример, результаты 

которого показывают, что учет данного требования нарушает некоторые свойства 

указанных методов.  
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Abstract. The paper describes an elementary method of taking into account the requirement 

of zero approximation errors for the methods of least modules and anti-robust estimation when 

calculating the parameters of a linear regression model. It consists in supplementing the constraint 

systems of the corresponding linear programming problems with one equality. A simple numerical 

example has been solved, the results of which show that taking into account this requirement 

violates some properties of these methods. 
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Рассмотрим линейное регрессионное уравнение (модель): 

                                                  𝑦𝑘 = ∑ 𝛼𝑖𝑥𝑘𝑖
𝑚
𝑖=1  + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,           (1) 

где у − зависимая (объясняемая), а 𝑥𝑖 − i-ая независимая (объясняющая) переменные, 𝛼𝑖 − i-

ый неизвестный параметр, 𝜀𝑘 − ошибки аппроксимации, 𝑘 − номер наблюдения, 𝑛 − их 

количество (длина выборки).  

Часто при построении регрессионных моделей принято требовать выполнения 

равенства нулю суммы ошибок аппроксимации: 

∑ 𝜀𝑘
𝑛
𝑘=1  = 0,             (2) 

или, что то же, равенства сумм положительных и отрицательных ошибок. Таково, в 

частности, одно их условий теоремы Гаусса-Маркова относительно оптимальности оценок 

параметров, полученных по методу наименьших квадратов (МНК), в классе линейных 

несмещённых оценок (см., например, [1-9]). Очевидно, что это требование совершенно 

естественно и из содержательных соображений – положительные и отрицательные ошибки 



в идеале должны уравновешивать друг друга. Известно, что для линейной регрессии (1) со 

свободным членом (т.е. при 𝑥𝑘1=1, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) условие (2) при использовании МНК 

выполняется автоматически. 

Для методов наименьших модулей (МНМ) [10] и антиробастного оценивания 

параметров (МАО) [10] учет условия (2) также осуществляется элементарным образом. 

Действительно, введем в рассмотрение неотрицательные переменные 𝑢𝑘 , 𝑣𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅: 

                                                    𝑢𝑘 = {
𝜀𝑘 , если 𝜀𝑘 > 0
0, в противном случае,

 

𝑣𝑘 = {
−𝜀𝑘, если 𝜀𝑘 < 0
0, в противном случае.

 

Тогда реализация МНМ сводится к решению следующей задачи линейного 

программирования (ЛП): 

∑ 𝛼𝑖
𝑚
𝑖=1 𝑥𝑘𝑙 + 𝑢𝑘 − 𝑣𝑘 = 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,       (3) 

𝑢𝑘 ≥ 0, 𝑣𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,                           (4) 

∑ (𝑢𝑘 + 𝑣𝑘)
𝑛
𝑘=1  → 𝑚𝑖𝑛.                             (5) 

Учет же условия (2) обеспечивается дополнением задачи (ЛП) (3) – (5) ограничением 

∑ 𝑢𝑘
𝑛
𝑘=1 = ∑ 𝑣𝑘

𝑛
𝑘=1 .                                   (6) 

При этом выполнение следующих из определения переменных 𝑢𝑘 , 𝑣𝑘 условий 𝑢𝑘𝑣𝑘 = 

0, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ на ее оптимальном решении достигается, что очевидно, автоматически. 

При реализации МАО ограничения (3), (4) дополняются системой неравенств 

𝑢𝑘 + 𝑣𝑘 - r ≤ 0, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,               (7) 

а целевая функция (5) в задаче ЛП заменяется на следующую: 

r + 𝛿 ∑ (𝑢𝑘 + 𝑣𝑘)
𝑛
𝑘=1  → 𝑚𝑖𝑛,              (8) 

где 𝛿 – наперед заданное малое положительное число.  

Учет условия (2) при использовании МАО также обеспечивается дополнением задачи 

ЛП (3), (4), (7), (8) ограничением (6).  

Аналогичным образом условие (2) может быть учтено при формировании 

соответствующих задач ЛП для реализации методов смешанного оценивания [11], 

непрерывной формы метода максимальной согласованности (ММС) [12] и задач линейного 

булева программирования при использовании дискретной формы ММС [13] или 

оценивания параметров кусочно-линейных регрессионных моделей [14]. 

Рассмотрим численный пример. Пусть задана выборка данных: 

Х = 

(

 
 

5  3
8  2
6  4
3  2
7  9)

 
 
,     у = 

(

 
 

9
1
7
9
2)

 
 

. 

Построим по ней линейную двухфакторную модель без свободного члена: 



𝑦𝑘 = 𝛼1𝑥𝑘1 + 𝛼2𝑥𝑘2 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,5̅̅ ̅̅  

с помощью МНМ и МАО – без учета условия (2) и с ним. 

1. МНМ. 

𝑦𝑘 =  2.11𝑥𝑘1 - 1.42𝑥𝑘2 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,5̅̅ ̅̅ , 

 

𝜀 = (2.69, -13.07, 0, 5.5, 0), Е = 4.25, 

где – Е – средняя абсолютная ошибка аппроксимации. 

С учетом условия (2): 

𝑦𝑘 =  1.75𝑥𝑘1 - 1.14 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,5̅̅ ̅̅ , 

     𝜀 = (3.66, -10.73, 1.05, 6.02, 0), Е = 4.29. 

2. МАО. 

  𝑦𝑘 =  0.81𝑥𝑘1 + 0.26𝑥𝑘2 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,5̅̅ ̅̅ ,  

 

𝜀 = (4.15, -6.04, 1.07, 6.04, -6.04), Е = 4.67, r = 6.04. 

С учетом условия (2): 

          𝑦𝑘 =  0.85𝑥𝑘1 + 0.17𝑥𝑘2 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1,5̅̅ ̅̅ ,  

              𝜀 = (4.25, -6.11, 1.23, 6.11, -5.48), Е = 4.64, r = 6.11. 

Анализ результатов моделирования позволяет сделать следующие выводы. 

1. Учет условия (2) незначительно меняет оценки параметров моделей и 

значения критериев адекватности, однако обеспечивает требуемое равенство сумм 

положительных и отрицательных ошибок. 

2. Дополнение ограничений задач ЛП (3) – (5) и (3), (4), (7), (8) условием (6) 

нарушает некоторые свойства МНМ (равенство нулю 𝑚 ошибок аппроксимации) и МАО 

(число максимальных по модулю ошибок не меньше 𝑚+ 1) (см., в частности, [15]).  
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