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Введение 

Регрессионный анализ [1-5] является важным инструментом построения статистиче-

ских моделей. Его методы находят широкое применение в различных областях знаний, начи-

ная от сельского хозяйства и заканчивая экономикой.  

Основной задачей регрессионного анализа является оценка неизвестных параметров 

модели при известных значениях зависимой y  и независимых 
1x , 

2x , …, mx переменных. 

Разделение переменных на зависимые, также называемые выходными, объясняемыми, эндо-

генными и независимые (входные, объясняющие, экзогенные) происходит, исходя из сооб-

ражений содержательного характера, то есть предполагается, что поведение изучаемой пе-

ременной y в основном зависит от факторов 
1x , 

2x , …, mx . 

Регрессионную модель в общем виде можно записать так: 

  kkmkkk xxxFy   ,...,,; 21 , nk ,1 ,                                             (1) 

где y - зависимая переменная, ix , mi ,1 - независимые переменные,  F  – некоторая 

вещественная аппроксимирующая функция; i , nk ,1  – ошибки аппроксимации;  – вектор 

неизвестных параметров модели, n - длина выборки. 

Наиболее популярной регрессионной моделью можно считать модель линейной регрес-

сии. Основными преимуществами линейной регрессионной модели являются простота оце-

нивания ее параметров, например, с помощью метода наименьших квадратов и возможность 

добротной содержательной интерпретации. Однако большим недостатком такого вида моде-

лей является их частая неадекватность для реальных физических или социально-

экономических процессов, которые зачастую имеют более сложный, нелинейный характер. 

Оценка параметров кусочно-линейных регрессий 



 

48 Одной из таких нелинейных моделей, особенно популярных в экономико-

математических моделях, является функция с постоянными пропорциями, которую также 

называют кусочно-линейной регрессией, или производственной функцией Леонтьева: 

  kkmmkkk xxxy   ,...,,min 2211
, nk ,1 .                                       (2) 

 

Предполагается неотрицательность переменных модели. Особенностью аппроксими-

рующей функции (2) является то, что значение выходного фактора, обычно трактуемого как 

выпуск продукции, определяется значением лимитирующего входного фактора (ресурса). 

При этом любое наращивание других факторов не приводит к возрастанию выпуска. 

В работе [6] была впервые сформулирована задача точной идентификации параметров 

i , mi ,1 уравнения (2) с использованием метода наименьших модулей, приводящего к за-

даче: 

min)(
1




n

k

kJ  .                                                            (3) 

Было предложено следующее ее решение. 

Введем в рассмотрение так называемые расчетные значения выходной переменной
kz : 

 kmmkkk xxxz  ,...,,min 2211 , nk ,1 ,                                 (4) 

 

после чего регрессия (2) представима в виде 

kkk zy  , nk ,1 .                                                            (5) 

Следуя стандартному приему «раскрытия» модулей в (3) (см., например, [7]), введем в 

рассмотрение переменные 
ku  и 

kv  по правилу:  



 


случаепрв

zyzy
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Легко видеть, что имеют место тождества 

kkkk yvuz  , nk ,1 .                                              (6) 

Из (4) следует справедливость неравенств 

kiik xz  , nk ,1 , mi ,1 ,                                            (7) 

причем для каждого k , по крайней мере, одно из них должно обращаться в строгое ра-

венство. Для достижения этого требования введем mn  булевых переменных 
ki , nk ,1 , 

mi ,1  и сформируем ограничения: 

 Mzx kikkii   1 , nk ,1 ,  mi ,1                                (8) 





m

i

ki

1

1 , nk ,1 ,                                                       (9) 

где M  - заранее выбранное большое положительное число. 

Из задания переменных 
ku  и 

kv  следуют следующие равенства: 

kkk vu  , 0kk vu , 

что позволяет представить функционал (3) в виде 

   



n

k

kk vuJ
1

min .                                              (10) 

Таким образом, задача (3) поиска значений неизвестных параметров 
i , mi ,1  кусоч-

но-линейной регрессии (2) по методу наименьших модулей свелась к задаче частично буле-



 

49 вого линейного программирования (6) – (10) с mnmn  3  переменными (из которых mn  - 

булевы) и )(2 nmn   ограничениями. 

В работе [8] была рассмотрена регрессия противоположная по смыслу аппроксимиру-

ющей функции (2): 

  ,,...,,max 2211 kkmmkkk xxxy   .,1 nk                                    (11) 

В отличие от (2) здесь зависимая переменная имеет негативный характер, например, 

риск, уязвимость, угроза и т.д., а независимые переменные являются частными показателями 

этого агрегирующего фактора. Задача оценивания регрессии (11) также может быть сведена 

к задаче частично булевого линейного программирования, аналогичной задаче (6) – (10). 

Действительно, заменим неравенства (7) на противоположные: 

,kiik xz  ,,1 nk  ,,1 mi                                                       (12) 

 

а неравенства (8) – на следующие: 

  ,1 Mzx kikkii   ,,1 nk  .,1 mi                                     (13) 

Решение задачи частично булевого линейного программирования (6), (12), (13), (9), (10) 

как раз и позволит вычислить неизвестные оценки параметров негладкой регрессии (11). 

Рассмотрим теперь некий симбиоз регрессий (2) и (11) - регрессионную модель вида: 

    kkmmkkkmmkkk xxxxxxy   ,...,,max,...,,min 22112211
, nk ,1 .        (14) 

В данной модели содержится сумма кусочно-линейных регрессий с минимальным и 

максимальным вкладом независимых переменных. 

Оценка параметров для такой модели производится по комбинированному алгоритму. 

Расчетные значения выходной переменной 
kz можно представить в виде: 

   kmmkkkmmkkkkk xxxxxxzzz  ,...,,max,...,,min 2211221121  , nk ,1 .    (15) 

Имеют место тождества: 

kkkkk yvuzz  21
, nk ,1 .                                            (16)

 
Из (14) следует справедливость неравенств: 

kiik xz 1
, nk ,1 , mi ,1 ,                                                  (17) 

kiik xz 2
, nk ,1 , mi ,1 .                                                 (18) 

Причем для каждого k  хотя бы одно из них должно обращаться в равенство. Поэтому 

сформулируем ограничения: 

 Mzx kikkii   11
, nk ,1 ,  mi ,1 ,                              (19) 





m

i

ki

1

1 , nk ,1 ,                                                             (20) 

  ,12 Mzx kikkii   ,,1 nk  mi ,1 ,                                      (21) 





m

i

ki

1

1 , nk ,1 ,                                                          (22) 

где M  - заранее выбранное большое положительное число, а 
ki  и 

ki  - булевы пере-

менные, nk ,1 , mi ,1 . 

Таким образом, получаем задачу частично булевого линейного программирования (16)-

(22). 

Описание программного комплекса построения кусочно-линейных регрессий 

Для автоматизированной оценки параметров моделей (2), (11), (14) был разработан 

программный комплекс на языке программирования Java. 

Общий процесс работы программного комплекса можно описать следующей последо-

вательностью шагов. 

1. Ввод исходных данных. 



 

50 2. Выбор типа модели. 

3. Формирование задачи частично булевого линейного программирования. 

4. Решение задачи частично булевого линейного программирования. 

5. Интерпретация полученного решения. 

6. Расчет критериев адекватности полученной модели. 

Ввод исходных данных в программу осуществляется путем загрузки файла с расшире-

нием *.csv. Первая строка файла содержит заголовки столбцов. В первом столбце содержатся 

значения зависимой переменной y , в остальных – значения независимых переменных. 

Столбцы разделяются между собой при помощи символа «;», а строки - при помощи знака 

переноса строки. Пример такого файла представлен на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Пример файла с исходными данными 

 

Решение задачи частично булевого линейного программирования производится при 

помощи бесплатного пакета LPSolve. Причиной такого выбора послужило его широкое рас-

пространение и эффективность, а также наличие Java-библиотеки. 

После подключения Java-библиотеки LPSolve становится доступным еѐ главный класс 

– LpSolve. 

Концептуально формирование задачи линейного программирования при помощи дан-

ной библиотеки можно свести к следующим действиям. 

1. Присвоение имен переменным. 

2. Задание ограничений. 

3. Ввод целевой функции. 

4. Выбор типа задачи: минимизация или поиск максимума. 

Главный класс программы – LpSolver, его диаграмма представлена на рис. 2. Методы 

этого класса реализуют шаги 3-6 последовательности работы программы. Важный метод это-

го класса – solve позволяет получить параметры модели в виде вектора-строки solution, ис-

пользуя класс LPSolve библиотеки, расчетные значения зависимой переменной calcY, а также 

значения ошибок аппроксимации errorVals на основе двумерного массива solveData, полу-

ченного из файла с исходными данными.  

Целевая функция и ограничения задаются в виде векторов-строк размерностью по ко-

личеству переменных (как было написано выше, количество переменных зависит от количе-

ства параметров модели, а также от количества измерений). Для удобства обращения с пере-

менными желательно сначала задать их имена, то есть указать соответствие номера элемента 

в векторе-строке и его названия. Для этого у класса LpSolve есть специальный метод 

setColName(номер_элемента, название). Также в ходе задания имен переменным необходимо 

указать, являются ли они булевыми при помощи метода setBinary(номер_элемента, 

флаг_булевого_поля). 
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Рис. 2. Главный класс программы 

 

Следующим шагом является формирование векторов-строк ограничений. Для включе-

ния режима внесения ограничений предназначен метод setAddRowmode(флаг_включения), 

для внесения очередного ограничения - addConstraint(вектор-строка, знак_ограничения, 

значение). 

После ввода всех ограничений происходит формирование целевой функции при помо-

щи метода setObjFn(вектор-строка). Процедура решения запускается путем вызова метода 

solve(), а запрос полученного решения производится при помощи метода 

getVariables(вектор-строка). 

Методы calcSPCriterion, calcAvgError, calcDW позволяют выполнить расчет критериев 

адекватности полученной модели: критерий «согласованности поведения», описанный в [9, 

10], среднюю относительную ошибку аппроксимации, критерий Дарбина-Уотсона. 

Главное окно программы представлено на рис. 3. 

При нажатии кнопки «Выбрать файл» открывается окно проводника, при помощи ко-

торого можно выбрать файл с исходными данными. 

Далее необходимо выбрать тип регрессии, соответствующий моделям  (2), (11) или 

(14). После чего производится нажатие кнопки «Выполнить оценку параметров модели», ре-

зультаты вычислений отображаются в области «Результаты вычислений». 

Процесс решения задачи в разработанном программном комплексе 

По статистическим данным, представленным в таблице 1, покажем процесс решения 

задачи при помощи разработанной программы. 

Сначала по данным из таблицы 1 необходимо сформировать файл, представленный на 

рис. 1, а затем загрузить его в поле «Исходные данные». 
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Рис. 3. Главное окно программы 

 

Таблица 1 – Исходные данные 

y x1 x2 

7 1 1 

26 2 8 

19 4 4 

30 6 7 

45 12 3 

107 23 11 

150 46 6 

190 58 5 

199 56 9 

80 5 23 

 

В качестве модели выберем сумму кусочно-линейных регрессий с минимальным и мак-

симальным вкладами независимых переменных – опция «min+max». После этого нажмем 

кнопку «Выполнить оценку параметров модели». Результаты вычислений представлены на 

рис. 4. 

 
Рис. 4. Результат работы программы 

 

Таким образом, вектор параметров модели получился равным (1,679;3,511;2,973;3,113). 

Средняя относительная ошибка аппроксимации, равная 5,57%, говорит о хорошем качестве 

регрессии. Критерий «согласованность поведения», равный 9, служит показателем высокой 

степень согласованности в характере изменения (поведении) расчетных и фактических зна-

чений зависимой переменной на различных наблюдениях выборки.  



 

53 По таблице распределения Дарбина-Уотсона  границы интервала критических значений 

DW-критерия при уровне значимости  0,01 составляют (0,279;1,873). Следовательно, можно 

сделать вывод об отсутствии автокорреляции остатков. 

В своих последующих работах авторы намерены продолжить исследование регрессий 

(2), (11), (14) с помощью алгоритмов, представленных в работах[11-19]. 
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