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ОТБОР ИНФОРМАТИВНЫХ РЕГРЕССОРОВ В ОЦЕНИВАЕМЫХ С ПОМОЩЬЮ 

МНК РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЯХ КАК ЗАДАЧА ЧАСТИЧНО-БУЛЕВОГО 

ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ: ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

 
Аннотация. Статья посвящена проблеме отбора информативных регрессоров в регрессионных моделях, 

оцениваемых с помощью метода наименьших квадратов. Ранее эта проблема была сформулирована в виде 

задачи частично-булевого линейного программирования. С помощью пакета LPSolve проведено тестирование 

сформулированной задачи. Помимо этого тестировалась задача отбора информативных регрессоров с 

ограничением на степень мультиколлинеарности. Результаты тестирования полностью совпали с решениями, 

полученными методом полного перебора регрессий, что подтверждает корректность разработанного 

математического аппарата. 
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FEATURE SELECTION IN REGRESSION MODELS ESTIMATED BY OLS AS A 

PARTIAL BOOLEAN LINEAR PROGRAMMING PROBLEM: COMPUTATIONAL 

EXPERIMENTS 

 
Abstract. This article is devoted to the problem of feature selection in regression models estimated using the 

least squares method. Earlier this problem was formulated as a partial Boolean linear programming problem. The 

LPSolve package was used to test the formulated problem. In addition, the problem of feature selection with a 

constraint on the degree of multicollinearity was tested. The test results completely coincided with the solutions 

obtained by the method of full enumeration of regressions, which confirms the correctness of the developed 

mathematical apparatus. 

Keywords: regression model, feature selection, partial Boolean linear programming, ordinary least squares, 

multicollinearity. 

 
Введение. Аппарат математического программирования находит широкое применение 

в регрессионном анализе. Например, известными методами оценивания параметров 

регрессионной модели являются метод наименьших модулей (МНМ) и антиробастного 

оценивания (МАО), основанные на решении задач линейного программирования (ЛП) [1]. 

Существуют и другие методы. Так, работы [2,3] посвящены методу множественного 

оценивания регрессионных моделей, заключающемуся в одновременной минимизации 

ошибок сразу по двум критериям – МНМ и МАО. В [4,5] можно найти описание метода 

смешанного оценивания (МСО), состоящего в отыскании вектора оценок регрессии 

минимизацией суммы функций потерь для МНМ и МАО на разных участках выборки. В [6] 

описан метод построения регрессионной модели по интервальной информации. Все эти 

методы представляют собой задачи ЛП. 

Часто в регрессионном анализе применяется аппарат частично булевого линейного 

программирования (ЧБЛП) [7]. Например, в работе [8] описан критерий "согласованности" 

поведения, который применен для корректировки МНМ-оценок регрессионной модели. В [9] 

предложно обобщение этого критерия. В [10] критерий "согласованности" поведения 

использован для выделения из множественных оценок единственного вектора параметров. 



 

2 Статья [11] посвящена оцениванию индексных моделей регрессии с помощью МНМ. Все эти 

задачи представляют собой задачи ЧБЛП. 

Аппарат ЧБЛП в регрессионном анализе в основном применяется для решения задачи 

отбора информативных регрессоров (ОИР) [1]. Так, в [1,7] можно найти формализацию 

задачи ОИР для МНМ в виде ЧБЛП. В [12,13] задача построения линейно-

мультипликативных регрессий с помощью МНМ сведена к задаче ЧБЛП. В [14] рассмотрен 

групповой ОИР. В [15] рассмотрена задача ОИР с одновременной корректировкой МНМ-

оценок регрессии по критерию "согласованности" поведения. 

В работе [16] рассмотрена задача ОИР с фиксированным числом регрессоров для 

метода наименьших квадратов (МНК). Она сформулирована в виде задачи частично 

булевого квадратичного программирования (ЧБКП). В [17] отбор оптимального числа 

регрессоров осуществляется по критерию остаточной дисперсии, в [18,19] – по 

скорректированному критерию детерминации, критерию Акаике, Шварца и Мэллоуза. 

Формулировку задач ЧБКП для линейной регрессии можно также  найти в работах [20–22]. 

В статье [23] задача ОИР для известного числа регрессоров при оценивании линейной 

регрессии с помощью МНК сведена автором к задаче ЧБЛП. В [24] эта задача расширена 

линейными ограничениями на степень мультиколлинеарности. В [25] задача ОИР для 

неизвестного числа регрессоров при оценивании линейной регрессии по 

скорректированному критерию детерминации сведена к задаче частично целочисленного 

линейного программирования. 

Целью данной работы является тестирование предложенного автором в работах [23] и 

[24] математического аппарата. 

 
Задача ОИР в регрессионной модели, оцениваемой с помощью МНК, как задача 

ЧБЛП 

Рассмотрим модель множественной линейной регрессии: 

0 1 1 2 2 ...i i i l il iy x x x          ,  1,i n ,  (1) 

где 
iy , 1,i n  – значения зависимой (объясняемой) переменной y ; 

1ix , 
2ix , …, 

ilx , 1,i n  – значения l  независимых (объясняющих) переменных (регрессоров) 

1x , 
2x , …, lx ; 

i , 1,i n  – ошибки аппроксимации; 

0 , 
1

 , …, l  – неизвестные параметры; 

n  – объем выборки. 

Задача ОИР состоит в том, чтобы выбрать для включения в линейную модель из l  

объясняющих переменных m  наиболее информативных по некоторому критерию качества. 

Пусть в качестве такого критерия используется сумма квадратов ошибок, т.е. регрессия 

оценивается с помощью МНК. Такая задача формализована в работе [23] в виде следующей 

задачи ЧБЛП: 
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где 1 , 2 , ..., l  – параметры (бета-коэффициенты) стандартизованной линейной регрессии 



 

3 1 1 2 2 ...i i i l il iv z z z u       , 1,i n , 

которая строится на основе нормирования всех переменных; 2R  – коэффициент 

детерминации;  ,1j

yxR  – элементы вектора коэффициентов парной корреляции между 

объясняемой переменной y  и объясняющими переменными 
1x , 

2x , ..., 
lx ; 

 ,j k

xxR  – элементы 

матрицы коэффициентов парной корреляции между объясняющими переменными; M  – 

большое положительное число; j , 1,j l  – булевы переменные, заданные по правилу: 

1,  если j-я стандартизованная переменная входит в регрессию;

0,  в противном случае.
j


 


 

Для перехода от бета-коэффициентов к традиционным МНК-оценкам линейной 

регрессии (1) необходимо воспользоваться формулами: 

i

y

i i

x


 


 , 1,i l ;  0 1 1 2 2 ... l ly x x x        . 

В работе [24] показано, каким образом в задаче (2) – (6) можно контролировать степень 

мультиколлинеарности. Это можно сделать, в частности, введением в эту задачу следующих 

линейных ограничений: 
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где 
kj , 1,k l , 1, 1j l   – бета-коэффициенты вспомогательных регрессий 

1 11 2 12 3 1, 1 1...i i i l il iz z z z u        , 

2 21 1 22 3 2, 1 2...i i i l il iz z z z u        , 

… 

,1 1 ,2 2 , 1 , 1...il l i l i l l i l ilz z z z u         ; 

ijq  – элементы матрицы 
 1l l

Q
 

, полученной путем вычеркивания главной диагонали из 

матрицы 

1 2 ...

1 2 ...

... ... ... ...

1 2 ...
l l

l

l

l


 
 
 
 
 
 

; r  – задаваемое исследователем ограничение на значения 

коэффициентов детерминации вспомогательных регрессий. 

 

Вычислительные эксперименты 

Вычислительные эксперименты проводились на персональном компьютере с 4-х 

ядерным процессором Intel Core i5-4670 с тактовой частотой 3400 МГц и объемом 

оперативной памяти 8 Гб. Для этого использовались встроенные в эконометрический пакет 

Gretl статистические данные (data7-12.gdt) о ценах и характеристиках двухдверных седанов и 

хетчбэков американской автомобильной промышленности за 1995 год. Объем выборки – 82. 

В качестве зависимой переменной выбрана переменная price, а в качестве независимых 

выступают wbase, length, width, height, weight, liters и gasmpg. Для удобства будем обозначать 

их далее, как y, x1, x2, x3, x4, x5, x6 и x7. С помощью элементарных преобразований x
2
, ln(x) и 

x  были сформированы дополнительные переменные: 2

8 1x x , 2

9 2x x , 2

10 3x x , 2

11 4x x , 



 

4 2

12 5x x , 2

13 6x x , 2

14 7x x , 
15 1lnx x , 

16 2lnx x , 
17 3lnx x , 

18 4lnx x , 
19 5lnx x , 

20 6lnx x , 

21 7lnx x , 
22 1x x , 

23 2x x , 
24 3x x , 

25 4x x , 
26 5x x , 

27 6x x , 
28 7x x . 

Сначала по этим данным проводилось тестирование задачи ОИР (2) – (6). Из 28 

переменных осуществлялся отбор при 1m  , 2m  , 3m  , 4m   и 5m  . Для этого в пакете 

LPSolve была разработана программа, содержащая 113 основных ограничений и 56 

переменных. Фрагменты этой программы представлены на рис. 1 (а), 1 (б), 1 (в) и 1 (г). 
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Рис. 1. Фрагменты программы 

 
Большое число M задавалось равным 1000. Для каждого m  фиксировалось время и ход 

решения задачи. Результаты тестирования представлены в таблице 1. 

Таблица 1 

Вычислительный эксперимент № 1 

Итерация Переменные R
2
 Время, c 

m=1 

1 x5 0,430504 
0,022 

2 x12 0,457473 

m=2 

1 x3, x12 0,457502 

0,13 

2 x4, x5 0,521219 

3 x4, x12 0,551162 

4 x5, x16 0,562752 

5 x5, x23 0,563087 

6 x2, x12 0,593074 

7 x9, x12 0,598261 

m=3 

1 x3, x4, x5 0,521253 

1,145 

2 x3, x5, x18 0,529720 

3 x3, x5, x16 0,562823 

4 x3, x5, x23 0,563204 

5 x2, x3, x12 0,593538 

6 x3, x9, x12 0,598657 

7 x4, x5, x18 0,737746 

8 x4, x12, x18 0,753629 

9 x12, x18, x25 0,754003 

m=4 

1 x3, x4, x5, x16 0,586392 

6,974 

2 x3, x4, x5, x12 0,588594 

3 x3, x4, x5, x18 0,738374 

4 x3, x4, x12, x18 0,753629 

5 x3, x12, x18, x25 0,754003 

6 x2, x4, x12, x18 0,765441 

7 x4, x9, x12, x18 0,765629 

8 x2, x12, x18, x25 0,765960 

9 x9, x12, x18, x25 0,766139 



 

6 m=5 

1 x2, x3, x4, x5, x6 0,593877 

36,98 

2 x2, x3, x4, x5, x13 0,600862 

3 x2, x3, x4, x5, x12 0,628993 

4 x2, x3, x4, x5, x18 0,748241 

5 x2, x3, x4, x12, x18 0,765471 

6 x2, x3, x12, x18, x25 0,765986 

7 x2, x4, x5, x12, x18 0,770847 

8 x2, x4, x11, x12, x18 0,775012 

9 x2, x4, x11, x12, x25 0,775035 

10 x4, x5, x7, x12, x18 0,775717 

11 x4, x5, x12, x18, x19 0,798992 

12 x4, x5, x12, x18, x26 0,800438 

13 x5, x12, x18, x25, x26 0,800963 

 
Затем эти задачи были решены для M=100. Результаты оказались теми же, а время 

решения при m=1 составило 0,024 с, при m=2 – 0,141 c, при m=3 – 1,124 с, при m=4 – 6,657 с, 

при m=5 – 33,886 c. Как видно, уменьшение величины M приводит к снижению времени 

решения задачи. Однако при малых M полученное решение может оказаться не 

оптимальным. Выбор числа M пока остается нерешенной проблемой. 

После чего все эти задачи были решены методом простого перебора. Для m=1 

потребовалось перебрать 28 моделей, для m=2 – 378 моделей, для m=3 – 3276 моделей, для 

m=4 – 20475 моделей, для m=5 – 98280 моделей. Полученные решения полностью совпали с 

результатами, приведенными в таблице 1, что подтверждает корректность математического 

аппарата (2) – (6). 

Далее проводилось тестирование задачи ОИР (2) – (9). Из 28 переменных 

осуществлялся отбор 3m  . Для этого в пакете LPSolve была разработана программа, 

содержащая 3165 основных ограничений и 812 переменных. Большое число M задавалось 

равным 1000. Задача решалась при r  равном 1, 0.9, 0.8, ..., 0.1. Для каждого r  

фиксировалось время и ход решения задачи. Результаты тестирования представлены в 

таблице 2. 

 

Таблица 2 

Вычислительный эксперимент № 2 

Итерация Переменные R
2
 Время, c 

r=1 

Результат тот же, что в табл. 1 при m=3 77,086 

r=0,9 

1 x3, x4, x5 0,521253 

93,8 

2 x3, x5, x18 0,52972 

3 x3, x5, x16 0,562823 

4 x3, x5, x23 0,563204 

5 x2, x3, x12 0,593538 

6 x3, x9, x12 0,598657 

7 x4, x12, x16 0,615097 

8 x2, x4, x12 0,617789 

9 x4, x9, x12 0,619255 

10 x2, x12, x18 0,621703 

11 x9, x12, x18 0,622912 

r=0,8 

1 x3, x4, x5 0,521253 94,3 



 

7 2 x3, x5, x18 0,52972 

3 x3, x4, x12 0,551999 

4 x3, x12, x18 0,560338 

5 x3, x12, x16 0,586076 

6 x4, x12, x16 0,615097 

7 x2, x4, x12 0,617789 

8 x2, x12, x18 0,621703 

r=0,7 

1 x3, x4, x5 0,521253 

111,356 

2 x3, x5, x18 0,52972 

3 x3, x4, x12 0,551998 

4 x3, x12, x18 0,560338 

5 x4, x8, x12 0,568242 

6 x4, x12, x15 0,570857 

7 x1, x12, x18 0,575363 

8 x12, x15, x18 0,576582 

r=0,6 

Результат тот же, что при r=0,7 112,241 

r=0,5 

Результат тот же, что при r=0,7 109,99 

r=0,4 

1 x3, x18, x21 0,438976 

180,78 
2 x4, x6, x8 0,448644 

3 x4, x7, x13 0,470268 

4 x7, x13, x18 0,4748 

r=0,3 

1 x3, x14, x18 0,379830 

171,735 
2 x4, x6, x8 0,448644 

3 x4, x8, x13 0,449929 

4 x5, x7, x26 0,488894 

r=0,2 

1 x5, x7, x26 0,488894 207,39 

r=0,1 

1 x5, x7, x26 0,488894 198,59 

 
При решении задач для r=0,3, r=0,2 и r=0,1 LPSolve выдал предупреждение 

"unacceptable accuracy found" (обнаружена неприемлемая точность). 

Затем все эти задачи были решены методом простого перебора. Полученные решения 

для r=1, r=0,9, r=0,8, r=0,7, r=0,6, r=0,5, r=0,4 полностью совпали с результатами, 

приведенными в таблице 2. Но при r=0,3 был получен набор переменных x8, x13, x18 с 

коэффициентом детерминации 0,455839, а при r=0,2 и r=0,1 задача решений не имеет. Была 

выдвинута гипотеза, что это несоответствие связано с неверным выбором числа M. 

Увеличение числа M до 3000 позволило зафиксировать верные решения при r=0,3, r=0,2 и 

r=0,1 за 197,29 с, 399,22 с и 385,498 с. Таким образом, подтверждена корректность 

математического аппарата (2) – (9). 

 
Заключение. В данной работе проведено тестирование сформулированных ранее задач 

ЧБЛП для ОИР в регрессионных моделях, оцениваемых с помощью МНК. Все найденные 

решения совпали с результатами, полученными методом полного перебора. Установлено, что 

время решения задачи ОИР (2) – (6) возрастает с увеличением числа регрессоров m , а время 



 

8 решения задачи ОИР (2) – (9) при фиксированном m  возрастает с уменьшением параметра r

. Нерешенной проблемой остается неопределенность при назначении величины M. 
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