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Аннотация. В статье рассматривается методика синтеза алгоритмов нелинейных систем управления 

вращательным движением воздушного судна методом ОЗД, по старшим производным угловых скоростей, 

выполнен анализ свойств собственного вращательного движения ВС описываемого динамическими 

уравнениями Эйлера, определены условия устойчивости спирального движения.  
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Abstract. The article deals with the method of synthesis of algorithms of nonlinear control 

systems of rotational motion of the aircraft by OZD, the senior derivatives of angular velocities, the 

analysis of the properties of its own rotational motion described by the dynamic equations of Euler, 

the conditions of stability of the spiral motion.  
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Одним из основных методов синтеза систем управления как линейными, так и нелинейными 

мехатронными системами является метод, основанный на концепции обратных задач динамики 
(ОЗД), широко известный в России и за рубежом. 

Сущность обратных задач динамики сводится к нахождению управляющих сил и моментов, 
под действием которых объект будет двигаться по назначенной траектории [1]. При этом 

синтезированные законы управления являются оптимальными в смысле реализации назначенной 
траектории движения объекта, определяемой по степеням свободы правыми частями эталонных 
моделей ВС. Синтез законов управления САУ методом ОЗД опирается на результаты 
аэродинамических продувок для получения силовых и моментных характеристик модели ВС по 
режимам полета. В силу этого, САУ полетом можно считать  адаптивной к изменяемым свойствам 
ВС. Поэтому можно утверждать о перспективности такого подхода для синтеза алгоритмов 
управления ВС нового поколения на основе уравнений нелинейной динамики. Основная задача, 
которую здесь в будущем предстоит решить – это набор статистических данных по изменению 

силовых и моментных характеристик и их графическая или аналитическая аппроксимация на 
различных режимах полета ВС. 

Для выполнения синтеза нелинейной САУ применяется математическая модель (ММ) 
пространственного движения ВС как абсолютно твердого тела [2, 3]. ММ ВС включает динамические 
уравнения поступательного и вращательного движений ВС в связанной СК, кинематические 
соотношения между параметрами поступательного и вращательного движений, уравнения связей 
между параметрами ВС, аэродинамические силы и моменты, выраженные через безразмерные 

аэродинамические коэффициенты [2,3]. Уравнения Эйлера для вращательного движения имеют вид 
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где 0)(1 m ,   3дв222  Кcm ,   2дв333  Кcm , Ms — управляющие моменты; 

ms(ω) — суммарные моменты, характеризующие изменение кинетической энергии вращающихся 
частей авиадвигателя и влияние диссипативных сил, s =1..3 [4, 5]. 

Сформулируем задачу синтеза управлений на примере стабилизации (гашения) угловых 

скоростей на интервале времени ],[ к0 tt , полагая t0=0, момент времени кt нефиксированной величиной 

[1]. 
Пусть в текущий момент времени 00  tt  состояние управляемого объекта характеризуется 

значениями угловых скоростей 0
)0( ss  , и требуется найти такие управляющие воздействия δi (i=э, 

н, в), при которых система (1) переходит из состояния )0(*

s  в новое состояние 
0
s  (в общем случае 

)(
00

tss   определяет необходимую фигуру вращения) и находится в этом состоянии бесконечно 

долго. При этом необходимо, чтобы траектория управляемого движения по каждой степени свободы 
с требуемой точностью следовала за траекторией, определяемой эталонной моделью 

0***

001 sssssss   , 3,2,1s  (2) 

где 0,
10
 ss

, установившееся движение устойчиво: 
0*

)( ss t   при t→∞. 

Методика синтеза законов управления ВС на основе спирального прогнозирования и метода 
ОЗД изложена в статье [4]. В работе на основе уравнений, известных из курса аналитической 

механики, получено аналитическое решение уравнений Пуассона для траекторного контура 
управления ВС в предположении постоянства пространственной частоты вращения на малых 
интервалах оптимизации. Однако условия, при которых обеспечивается постоянство 
пространственной частоты на всем интервале оптимизации и условия спиральной устойчивости  на 
этом интервале, до сих не были изучены и научно обоснованы.  

Алгоритм управления по старшим производным был реализован на основе минимизации 
локального функционала энергии по первым производным от ускорений [1] и приведен в работе [7]. 

В статье ставится задача – на основе алгоритма управления по старшим производным получить 

условия спиральной устойчивости вращательного движения ВС на всем интервале оптимизации 
траекторного контура управления.  

Для представления динамических уравнения Эйлера в форме, аналогичной виду эталонной 
модели, необходимо продифференцировать векторное уравнение (1) по времени  
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где  ,)(,)(,0)( 332дв3223дв21   cKmcKmm  

 
Подставив угловые скорости из (1), получим 
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Система уравнений (4) после ряда преобразований приводится к нормальной форме Коши 
 

( )C A u       , (5) 

где  ),,( 321   — вектор угловых скоростей в связанной СК;  DMMBu    — вектор 

управляющих воздействий; ),,( 1
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Если в уравнениях (3) - (5) ввести обозначения:  
 

1 3 3 2 3 2 3 11 2 1 2

2 2 2

2 3 1 3 1 2

1 1 1
, ,

I I I I I I I II I I I

a I I b I I c I I

    
      , 



 

32 
 

и пренебречь моментами диссипативных сил (Сi=0)  и кинетическим моментом инерции 
авиационного двигателя (КДВ=0), то при отсутствии момента внешних сил (М=0, u=0) собственные 
свойства вращательного движения ВС определятся системой уравнений 
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Уравнения (6) определяют спиральное движение ВС вокруг осей X, Y, Z связанной системы 
координат. Спиральное движение будет устойчивым, если выполняются условия положительности 

коэффициентов 
2 22 2 2 2

3 32 1 1 2

2 2 2 2 2 2
1

0, 0, 0,
b c a c a b

    
       определяющие пары комплексно-

сопряженных корней системы (6) и постоянство первых интегралов движения: ( )i const   (или 

нуль). Из последнего условия следует, что необходимо положить  
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3 32 1 1 2
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, , ,const const const

b c a c a b

    
                                         (7) 

 

Для плоско-симметричного ВС обычно 
2 2 2

1 1 1
0, 0, 0

a b c
    и, как известно из курса динамики 

полетов [3], условие 
1 2 3( , ) 0A     не выполняется: 

22

32

2 2b c


 <0 , т.е. первое уравнение в системе (6) 

имеет пару вещественных корней, один из которых определяет устойчивое движение по крену 

1  , а другой – малый положительный корень – соответствует условию спиральной 

неустойчивости [5]. 
Таким образом, общий  интеграл движения, определяющий собственные свойства 

вращательного движения ВС имеют вид:  
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      или  
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(8) 
Общий интеграл движения описывает поверхности второго порядка. Из курса аналитической 

геометрии известно [6], что таких поверхностей в зависимости от выбранной постоянной λ может 
быть несколько. 

1.Однополостной гиперболоид (рис.1) – поверхность вращения гиперболы ( 

=1) 
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    .                                                                            (9) 

 

У однополостного гиперболоида имеется интересное свойство – наличие прямолинейных 
образующих, т.е. линий, всеми своими точками лежащие на поверхности. Действительно, из 

уравнения (1.6) получим 3 31 1 2 2( )( ) (1 )(1 )
a a b bc c

    
       и семейство прямых,  

 



 

33 
3 31 2 1 2

3 31 2 1 2

( ) (1 ) ( ) (1 )

( ) (1 ), ( ) (1 ),

a b a bc c

a b a bc c

    
   

    
   

 
         

 
 
         
 
 

                                (10) 

 

которые при известных (найденных при конкретных угловых скоростях 
0

i ) параметрах 

, , ,        соответствуют прямолинейным образующим, проходящим через точку (
0

1 ,
0

2 ,
0

3 ). 

Прямолинейные образующие являются асимптотами поверхности. Если вместе с гиперболой 
вращать и асимптоты, то они опишут прямой круговой конус, называемый асимптотическим конусом 
гиперболоида вращения.  

Основанием конуса является окружность 
2 2 2 2

1 2 3R      , радиус которой определяет 

пространственную частоту вращения конуса : 2 2 2

1 2 3, .R          

2. Конус второго порядка  (рис.2) (=0): 
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                                                                               (11) 

 
Конус состоит из прямых линий, проходящих через начало координат. Сечение конуса 

плоскостями с уравнениями 
0

3 3 ,  для различных 
0

3 представляют собой эллипсы 
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Рис. 1. Поверхность однополостного             Рис. 2. Поверхность конуса второго порядка 
                                        гиперболоида 

3. Двуполостной гиперболоид вращения – поверхность вращения гиперболоида вокруг той её 

оси, которая её пересекает (рис. 3) (= -1): 
2 2 2

3 1 2

2 22
1

a bc

  
                                                                            (13) 

 
Двум ветвям гиперболы здесь соответствуют две не связанные между собой поверхности. 

Асимптотический конус для двуполостного гиперболоида определяется также как и для 
однополостного гиперболоида. 

Исследуем свойства первых (7) и общего (8) интегралов движения Эйлеровой системы для 
вращательного движения. 

Для этого продифференцируем формулы  (7) и (8) по времени: 
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Здесь 
i определяются из динамических уравнений Эйлера 

3 2 1
1 2 3

1 1

дв3 1 2
2 1 3 3

2 2 2

дв 31 2
3 1 2 2

3 3 3

( )
,

( )
,

( )
).

I I M

I I

KI I М

I I I

K МI I

I I I

  

   

   

 
 


 

  

 

  


                                                  (16) 

 
Выполняя подстановку формул (16) в (15), получим 
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где       

2 2 2

3 1 2 1 2 3 2 3 1
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Далее вычтем из уравнения (I) уравнения (II) и (III). В результате получим 
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Затем разделим первое уравнение системы (17) на второе и с учетом выражений для   

2 2 2

1 1 1
, ,

a b c
 запишем 
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где 1 3 1 2
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  – коэффициент подобия по моментам инерции. 

 Выражение  (19) является условием спиральной устойчивости (интегралом движения) 

1 2 3 1 1 3 2 2 2 3 2 3 3(1 ) ( ) ( ) 0I I I M I I M I I M               ,                (20) 

позволяющим при известных законах управления  ( )s s sM M   построить поверхность  второго 

порядка (рис. 4) и оценить параметры (коэффициенты усиления) этих законов по эталонной модели. 
 

    
 
Рис. 3. Поверхность двуполостного                        Рис. 4. Поверхность второго порядка 

             гиперболоида 
        
Таким образом, из анализа собственных свойств вращательного движения ВС через первые и 

общий интегралы динамических уравнений Эйлера и условия спиральной устойчивости (19) и (20) 
можно определить взаимосвязь параметров продольного и бокового каналов управления, а также 
математически строго на всем интервале времени обосновать идею спирального прогнозирования (

const , рис. 4) для получения аналитического решения уравнений Пуассона при оптимизации 

траекторного контура [4]. Другие аспекты данной проблемы можно найти в [7-15]. 
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