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Аннотация. В статье введена аддитивная степенная регрессионная модель со степенями в виде дискрет-
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CONSTRUCTION OF ADDITIVE POWER REGRESSION MODELS WITH DEGREES IN 

THE FORM OF DISCRETE TIME FUNCTIONS 
 

Abstract. The article is devoted to the construction of an additive power regression model with degrees in the 

form of discrete time functions. An algorithm for its approximate estimation using the least squares method is proposed. 

The proposed estimation algorithm is demonstrated by the example of statistical data of the gross regional product in 

the Irkutsk region and current expenditures on basic scientific research for the period 2000-2019. 
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Введение 
Признанным инструментом анализа данных является регрессионный анализ [1,2]. Его 

использование приводит к построению математических моделей влияния одной или не-

скольких независимых переменных на зависимую переменную. Одним из первоочередных 

этапов при построении регрессионной модели является выбор её структурной спецификации 

[2,3], т.е. состава объясняющих переменных и математической формы связи между ними. 

Проводя регрессионный анализ, чаще всего пользуются линейными моделями, т.к. они легко 

оцениваются и объясняются. Однако, как показывает практика [4], реальные явления или 

процессы редко носят линейный характер, поэтому приходится прибегать к построению не-

линейных зависимостей. 

На сегодняшний день разработано значительное количество известных нелинейных ма-

тематических форм связи между переменными [5-9]: полиномиальная, степенная и логариф-

мическая регрессии; регрессии со степенями в виде линейных комбинаций объясняющих пе-

ременных и в виде линейных комбинаций их натуральных логарифмов и др. В связи с этим 

возникают вопросы определения подходящей аппроксимирующей функции, метода оцени-

вания неизвестных параметров, способов интерпретации полученных результатов. Для ре-

шения подобных задач в [2] был разработан подход к организации конкурса регрессионных 

моделей, а в [10] расширена область в построении множества их альтернативных вариантов 

большой мощности и последующего выбора наиболее приемлемого их них, руководствуясь 

векторным критерием оценки адекватности каждого варианта. В ряде работ изучаются во-

просы, связанные с использованием критериев нелинейности [11-12]. В рамках регрессион-

ного анализа проводятся активные исследования, касающиеся как разработки методов по-

строения конкретных моделей, так и критериев оценки их качества [13-15]. 

При построении регрессионных уравнений часто описывают динамику некоторого по-

казателя, тенденция которого изменяется с течением времени. От того насколько точно вре-



 

2 2 2 2 2 менное изменение учтено в исследуемой модели, во многом зависит её адекватность. В рабо-

те [2] рассматривается зависимость с параметрами в виде дискретных функций времени. 

Целью данной статьи является исследование вопроса оценивания с помощью метода 

наименьших квадратов (МНК) аддитивной степенной регрессии со степенями в виде дис-

кретных функций времени. 
 

1. Аддитивная степенная регрессия со степенями в виде дискретных функций 

времени  

Введем аддитивную степенную регрессию со степенями в виде дискретных функций 

времени: 
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где n  – объем выборки; ty , 
1, nt t t  – значения зависимой переменной y ; tjx , 

1, nt t t , 

1,j l  – значения независимых переменных 1x , 2x , ..., lx ; 0 , 1 , ..., l , 0 j , 1 j , ..., pj , 

1,j l  – неизвестные параметры; t , 
1, nt t t  – ошибки аппроксимации. 

Рассмотрим частный случай модели (1) для одной переменной x  при 01 0  , 1p  : 

0 1

t

t t ty x     ,  
1, nt t t .    (2) 

Модель (2) является нелинейной по параметрам и её оценивание с помощью МНК ста-

новится трудно решаемой задачей. Однако, если придать параметру   определенное значе-

ние, то модель становится линейной по параметрам 0a  и 1a  и их уже можно определить с 

помощью обычного МНК. Таким образом, перебирая значения параметра   из некоторого 

интервала, несложно получить приближенные оценки модели (2). 

Определим, как нужно назначать ширину интервала для параметра  . Для этого обо-

значим t k  : 

0 1 ,k

t t ty x    
  1, nt t t .    (3) 

Модель (3) является аддитивной степенной регрессией [5]. Если в ней параметр k  бу-

дет принимать слишком большие по модулю значения, то модель станет в значительной сте-

пени нелинейной, следовательно, будет затруднительно использовать её на практике. Поэто-

му введем ограничения на этот параметр: 

нижн верхнk k k   ,      (4) 

где нижн верхн,k k 

 
- отрицательная нижняя и положительная верхняя границы параметра k . 

Необходимо учесть, что, если параметр k  будет принимать близкие к нулю значения, 

то переменная 
kx  будет принимать близкие к единице значения. А поскольку в модель (3) 

входит свободный член 0 , то возникнет эффект сильной либо полной мультиколлинеарно-

сти, из-за которого нельзя будет получить её МНК-оценки. Поэтому скорректируем ограни-

чение (4) на параметр k : 

нижн верхн нижн верхн[ , ] [ , ]k k k k k     ,    (5) 

где нижн верхн нижн верхн, , ,k k k k   
 - отрицательная нижняя и верхняя, положительная нижняя и верх-

няя границы параметра k ; символ «  » - операция объединения двух множеств, которую с 

позиции теории множеств следует трактовать как  A B x x A x B     . 

На основе (5) определим отрицательную нижнюю и верхнюю границы параметра   

модели (2). Для этого нужно решить задачи линейного программирования с целевыми функ-

циями min  , max   и с линейными ограничениями: 

нижн верхнk t k   ,  
1, nt t t .    (6) 



 

3 Нетрудно показать, что аналитическое решение задачи линейного программирования 

при поиске отрицательной нижней границы параметра   имеет вид 
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а при поиске отрицательной верхней границы параметра   получим 
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Аналогично определяются положительная нижняя и верхняя граница параметра   мо-

дели (2): 
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Тогда для приближенного МНК-оценивания параметров регрессии (2) можно восполь-

зоваться следующим алгоритмом: 

1. Разбить каждый из объединенных промежутков 
нижн верхн нижн верхн[ , ] [ , ]          m точ-

ками. 

2. В каждой точке найти МНК-оценки параметров 
0  и 

1  регрессии (2). 

3. Выбрать модель с наименьшим значением суммы квадратов остатков (с наибольшим 

значением коэффициента детерминации 2R ). 

 

2. Моделирование ВРП Иркутской области 

Для демонстрации предложенного алгоритма МНК-оценивания были использованы 

статистические данные (таблица 1) валового регионального продукта по Иркутской области 

(y) и текущих затрат на научные фундаментальные исследования (x) за период 2000-2019 гг. 

(t). Данные были собраны с использованием архивов Росстата (https://rosstat.gov.ru/). 

 
Таблица 1 

Статистические данные 

t y x t y x 

2000 103013,8 165,9 2010 546141,0 2024,2 

2001 120240,0 244,6 2011 634561,4 2154,4 

2002 140195,9 322,9 2012 737971,6 2532,5 

2003 167927,1 392,3 2013 805197,5 2697,9 

2004 213244,2 484,1 2014 916317,5 2835,6 

2005 258095,5 545,4 2015 1001717,6 2539,6 

2006 330834,3 789,6 2016 1139206,8 2504,2 

2007 402654,7 1075,8 2017 1268311,7 2435,2 

2008 438852,4 1453,5 2018 1460512,2 2710,8 

2009 458774,9 2076,6 2019 1545680,6 3979,1 

 

По статистическим данным таблицы 1 сначала была оценена линейная регрессия с по-

мощью МНК: 

34178 332,4761y x  ,   2 0,8134R     (11) 

Показатель критерия детерминации полученной линейной регрессии достаточно высок 

(больше 0,8), поэтому модель адекватная. 

https://rosstat.gov.ru/


 

4 4 4 4 4 Для построения аддитивной степенной регрессии со степенями в виде дискретных 

функций времени (2) была выбрана область изменения параметра  [ 3; 0,5] 0,5;3k    . По 

формулам (7) – (10) были определены границы изменения параметра  : 

[ 0,00148; 0,00025] [0,00025;0,00148]    . 

Затем каждый из этих объединенных диапазонов был разбит на 9 точек. После чего с 

помощью пакета Gretl в каждой точке находились МНК-оценки параметров 
0a  и 

1a  регрес-

сии (2) и вычислялось значение коэффициента детерминации. На рис. 1, 2 представлены гра-

фики зависимостей коэффициентов детерминации от значений параметра   в каждом диапа-

зоне. 

 
Рис. 1.  График зависимости 2R от значений параметра   на отрезке [ 0,00148; 0,00025]   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2. График зависимости 2R от значений параметра   на отрезке [0,00025;0,00148] 

Как видно, на рис.1 наибольшее значение 2 0,5892R   достигается в точке 

0,00025,    а на рис.2 наибольшее значение 2 0,8495R   достигается в точке 

0,000620  . Лучшему из этих решений соответствует регрессионное уравнение: 
0,0006285932,3 46,97 ty x  ,  

2 0,8495R      (12) 



 

5 Тем самым, по коэффициенту детерминации качество модели (12) несколько выше, чем 

у линейной регрессии (11). 

На рис. 3 представлен график зависимости степени t k   переменной x  в уравнении 

(12) от времени t . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 3. График зависимости степени от времени t  

 

По графику на рис.3 видно, что с течением времени меняется степень аддитивной сте-

пенной регрессии, а значит, и степень её нелинейности [13-15]. 

 

Заключение.  

В данной работе рассмотрена упрощенная форма аддитивной степенной регрессии со 

степенями в виде дискретных функций времени. Предложен алгоритм её приближенного 

оценивания с помощью МНК. Этот алгоритм был применен для моделирования валового ре-

гионального продукта Иркутской области. 

В дальнейшем планируется автоматизировать процесс построения предложенных мо-

делей с использованием критериев нелинейности. 
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