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МИРОВАНИЯ 

 
Аннотация. Статья посвящена проблеме обнаружения гетероскедастичности в остатках регрессион-

ной модели, оцениваемой с помощью метода наименьших квадратов. Рассмотрена известная процедура те-

ста Глейзера, предполагающая построение вспомогательных зависимостей модулей остатков регрессии от 

преобразований независимых переменных. Найдены оценки параметров и критерии детерминации для вспомо-

гательных регрессий в случае оценивания стандартизованной регрессии. Полученные результаты позволили 

сформулировать процедуру теста Глейзера для заданного сценария как задачу частично-булевого линейного 

программирования. 
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MODEL AS A PROBLEM OF MIXED 0-1 INTEGER LINEAR PROGRAMMING 

 
Abstract. The article is devoted to the problem of detecting heteroscedasticity in the remnants of the regression 

model, estimated using the method of least squares. A well-known procedure for the Glaser test is considered, which 

assumes the construction of auxiliary dependencies of moduli of regression residuals on transformations of independent 

variables. Parametric estimates and determination criteria for auxiliary regressions in the case of standardized regres-

sion estimation are found. The results obtained allowed us to formulate the Glaser test procedure for a given scenario 
as a task of partial-Boolean linear programming. 
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Введение 

Одним из условий применимости метода наименьших квадратов (МНК) является по-

стоянство дисперсии случайной ошибки регрессионной модели, называемое гомоскедастич-

ностью [1, 2]. Если это условие нарушается, то говорят о гетероскедастичности. Непостоян-

ство дисперсии ошибок регрессии означает, что для одних значений объясняющих перемен-

ных «разброс» значений зависимой переменной будет больше, а для других значений мень-

ше. Например, зависимость веса людей от их роста. Естественно ожидать, что чем выше че-

ловек, тем больше его разброс по весу. 

Гетероскедастичность приводит к тому, что МНК-оценки параметров регрессии будут 

несмещенными, состоятельными, но не самыми эффективными, т. е. найдутся другие оценки, 

которые имеют меньшую дисперсию и при этом являются несмещенными. Но ещё хуже то, 

что стандартные ошибки оценок коэффициентов регрессии будут несостоятельными, т. е. 

даже при большом количестве наблюдений они не приближаются к своим истинным значе-

ниям. Это приводит к тому, что выводы о качестве полученных оценок могут быть неадек-

ватными. Поэтому тестирование регрессий на гетероскедастичность является одной из необ-

ходимых процедур при построении регрессионных моделей. 

Для обнаружения гетероскедастичности разработаны статистические тесты Уайта, 

Бройша – Пагана, Парка, Голдфелда – Куандта, Глейзера и др. [1, 2] Поскольку единствен-

ным из них, в котором при оценивании вспомогательных моделей используются не квадра-



 

22 ты, а модули остатков регрессии, является тест Глейзера, то была поставлена цель – сформу-

лировать этот тест в виде задачи частично-булевого линейного программирования (ЧБЛП). 

 

Тест Глейзера 

Рассмотрим модель множественной линейной регрессии: 

iimmiii xxxy   ...22110
,  ni ,1 ,  (1) 

где 
iy , ni ,1  – значения объясняемой (зависимой) переменной y ; 

1ix , 
2ix , …, 

imx , ni ,1  – значения m  объясняющих (независимых) переменных 
1x , 

2x , …, 

mx ; 

i , ni ,1  – ошибки аппроксимации; 

0 , 
1 , …, 

m  – неизвестные параметры; 

n  – объем выборки. 

Пусть найденное с помощью МНК уравнение линейной регрессии (1) имеет вид: 

mmxxxy  ~...~~~~
22110  ,     (2) 

где 
0

~ , 1
~ , …, 

m
~  – МНК-оценки неизвестных параметров. 

Тогда с помощью формулы (2) можно получить остатки линейной регрессии: 

iii yye ~ ,  ni ,1 ,    (3) 

где 
iy~ , ni ,1  – рассчитанные по модели значения зависимой переменной. 

Для проверки остатков линейной регрессии на гетероскедастичность с помощью теста 

Глейзера [1, 2] нулевая и альтернативная гипотезы формулируются следующим образом: 

  const: 2

0  iiDH   (гомоскедастичность), 

  const: 2

1  iiDH   (гетероскедастичность), 

где  iD   – дисперсия ошибки, а i  – среднеквадратическое отклонение. 

Тест Глейзера основан на предпосылке о возможной зависимости среднеквадратиче-

ского отклонения ошибки i  от некоторой объясняющей переменной kx  ( mk 1 ): 

iiki BxA    ,  ni ,1 ,    (4) 

где A , B  – неизвестные параметры,   – некоторое заданное число, i , ni ,1  – новые 

ошибки аппроксимации. 

Тогда, с учетом предположения (4), нулевую и альтернативную гипотезы для теста 

Глейзера можно переформулировать следующим образом: 

0:0 BH  (гомоскедастичность), 

0:1 BH  (гетероскедастичность). 

Поскольку среднеквадратические отклонения ошибок i  в уравнении (4) неизвестны, 

то они заменяются на известные абсолютные значения остатков линейной регрессии:  

iiki BxAe   ,  ni ,1 .    (5) 

Процедура теста Глейзера представима следующим образом. Сначала для различных 

значений параметра   из некоторого интервала ];[ 21   (обычно  1;5,0;5,0;1  ) с по-

мощью МНК оцениваются неизвестные параметры A  и B  вспомогательных регрессий (5). 

Затем выбирается модель с наибольшим значением критерия детерминации 2R . После чего с 

помощью t-критерия Стьюдента проверяется значимость коэффициента B , либо, что то же 

самое, с помощью F-критерия Фишера проверяется значимость модели в целом. Если 

наблюдаемое значение критерия превышает критическое значение, то нулевая гипотеза 0H  

отвергается и модель признается гетероскедастичной, в противном случае – гомоскедастич-

ной. 



 

23 Достоинством теста Глейзера является не только возможность обнаружения с помощью 

него гетероскедастичности в остатках, но и возможность выявлять конкретный вид зависи-

мости этих остатков от каждой независимой переменной. Как известно, для устранения гете-

роскедастичности часто применяется взвешенный метод наименьших квадратов (ВМНК): 

min
1

2 


n

i

iiw  , 

где 2/1 iiw  , ni ,1  – неизвестные веса. Вычислив по наилучшей вспомогательной регрес-

сии (5) модули остатков ie , можно использовать их для определения весов по формуле 

2/1 ii ew  , ni ,1 . 

 

Тест Глейзера для стандартизованной регрессии 

Предварительно проведем нормирование зависимой переменной y  и независимых пе-

ременных 1x , 
2x , …, 

mx  по формулам: 

y

i
i

yy
y




*

,  ni ,1 , 

jx

jij

ij

xx
x




* ,  ni ,1 , mj ,1 , 

где *y , *

jx , mj ,1  – стандартизованные переменные, для которых средние значения равны 

0, а суммы квадратов равны 1. 

Тогда стандартизованное уравнение регрессии (1) примет вид: 
***
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*

11

* ... iimmiii xxxy   ,  ni ,1 ,   (6) 

где j , mj ,1  – стандартизованные коэффициенты регрессии (бета-коэффициенты), *

i , 

ni ,1  – ошибки аппроксимации. 

МНК-оценки j
~

, mj ,1 , регрессии (6) находятся с помощью решения системы ли-

нейных алгебраических уравнений [2, 3]: 

hK 
~

,      (7) 

где K  – матрица коэффициентов корреляции между объясняющими переменными (интер-

корреляционная матрица): 





















1

1

1

21

221

121









mm

m

m

xxxx

xxxx

xxxx

rr

rr

rr

K , 

h  – вектор коэффициентов корреляции объясняющих переменных с объясняемой перемен-

ной: 

 Tyxyxyx m
rrrh 

21
 . 

Поскольку стандартизованная регрессия (6) содержит новые ошибки аппроксимации *

i

, ni ,1 , отличные от ошибок i , ni ,1 , модели (1), то можно предположить, что для ре-

грессии (6) формулы оценок вспомогательных моделей, как и сами оценки, будут иными. 

Прежде, чем определить эти оценки, приведем строгую постановку задачи обнаружения ге-

тероскедастичности с помощью теста Глейзера. 

Пусть предполагается зависимость остатков ie  линейной регрессии от каждой из m  

независимых переменных 1x , 2x , …, mx . Пусть параметр   принимает p  значений: 1 , 2 , 



 

24 …, p . Тогда в общей сложности при реализации теста Глейзера требуется построить mp  

вспомогательных регрессий. Из этих регрессий необходимо выбрать модель с наибольшим 

значением критерия детерминации 2R . 

 Проведем нормирование преобразованных независимых переменных k

jx
 , mj ,1 , 

pk ,1 , по приведенным выше формулам: 

k
j

kk

x

jij

ijk

xx
z






 , ni ,1 , mj ,1 , pk ,1 , 

где jkz , mj ,1 , pk ,1  – стандартизованные переменные, для которых средние значения 

равны 0, а суммы квадратов равны 1. 

Обозначим остатки регрессии (6) в виде *

ie . Тогда, согласно тесту Глейзера, вспомога-

тельные регрессии примут вид: 
**

ijkijkjkjki zbae  ,  ni ,1 , mj ,1 , pk ,1 ,  (8) 

где jka  и jkb  – неизвестные параметры; *

ijk  – ошибки аппроксимации. 

Известно, что оценки линейных регрессий (8) находятся по формулам [2]: 

2

**

*

jkz

jkjk

jk

zeze
b




 , jkjkjk zbea  *** , mj ,1 , pk ,1 . (9) 

Учитывая, что jkz : 0jkz , 1
1

2 


n

i

ijkz , формулы (9) примут вид: 





n

i

ijkijk zeb
1

** , 



n

i

ijk e
n

a
1

** 1
, mj ,1 , pk ,1 .  (10) 

Таким образом, для стандартизованной регрессии (6) угловые коэффициенты 
*

jkb  вспо-

могательных моделей для теста Глейзера являются линейными комбинациями 


n

i

ijki ze
1

* , а 

свободные члены 
*

jka  постоянны и равны 


n

i

ie
n 1

*1
. Полученные формулы легко реализуются 

в виде линейных ограничений в задаче линейного программирования. 

Согласно тесту Глейзера, из вспомогательных регрессий необходимо выбрать модель с 

наибольшим значением критерия детерминации. Известно, что коэффициенты корреляции 

для моделей (8) находятся по формуле [1, 2]: 

  **

*

, jk

e

z

jk bezr jk




 ,  mj ,1 , pk ,1 .   (11) 

Учитывая, что 
njkz

1
 ,    2*2*

* ee
e

 , формулы (11) примут вид: 

 
   2*2*

**

*

*

,

een

b

n

b
ezr

jk

e

jk

jk






, mj ,1 , pk ,1 . (12) 

Для стандартизованной регрессии (6)   2

1

2* 1 Re
n

i




, где 2R  – её критерий детермина-

ции. Тогда формулы (12) примут вид: 



 

25  
   2*2

*

2
*

2

*

*

11
,

enR

b

e
n

R
n

b
ezr

jkjk

jk








 ,  mj ,1 , pk ,1 . (13) 

Поскольку для парной линейной регрессии квадрат коэффициента корреляции между 

объясняемой и объясняющей переменной равен коэффициенту детерминации [1, 2], то коэф-

фициенты детерминации вспомогательных регрессий (8) будут иметь вид: 

 

 2*2

2*

2

1 enR

b
R

jk

jk



 ,  mj ,1 , pk ,1 .   (14) 

По формулам (13) и (14) можно сделать следующие выводы. 

1. Критерии детерминации 2

jkR  вспомогательных регрессий (8) нелинейно зависят от 

критерия детерминации стандартизованной регрессии 2R , от объема выборки n  и от величи-

ны  2*e . При этом, если 02 R , то   0
2

* e  и  2*2

jkjk bR  . 

2. Критерии детерминации 2

jkR  вспомогательных регрессий (8) прямо пропорциональ-

ные квадратам их угловых коэффициентов  2*

jkb . Из этого следует, что выбор вспомогатель-

ной регрессии с наибольшим значением критерия детерминации равносилен задаче 

  max
2* jkb  или max* jkb . 

3. Значения угловых коэффициентов *

jkb  вспомогательных регрессий всегда принадле-

жат промежутку  1;1  . 

 

Задача частично-булевого линейного программирования. В настоящее время, бла-

годаря развитию вычислительных технологий и разработке новых методов решения, задачи 

математического программирования играют важную роль в регрессионном анализе. С неко-

торыми из таких задач можно ознакомиться, например, в работах [3–6]. При этом автору еще 

ни разу не приходилось сталкиваться с работами, посвященными обнаружению гетеро-

скедастичности с помощью аппарата математического программирования. 

Тест Глейзера может быть выполнен по одному из следующих сценариев. 

1. Для всех независимых переменных выбирается одна наилучшая вспомогательная ре-

грессия. 

2. Для конкретной независимой переменной выбирается одна наилучшая вспомога-

тельная регрессия. 

3. Для каждой независимой переменной выбирается одна наилучшая вспомогательная 

регрессия. 

Рассмотрим первый сценарий, когда для всех независимых переменных выбирается од-

на наилучшая вспомогательная регрессия. Оценки бета-коэффициентов стандартизованной 

регрессии (6) находятся из решения системы (7), откуда следуют линейные ограничения: 

iji yx

m

j

jxx rr 
1

 ,  mi ,1 .    (15) 

Вычислив бета-коэффициенты, остатки *

ie , ni ,1 , стандартизованной регрессии будут 

равны: 





m

j

jijii xye
1

***  ,  ni ,1 .    (16) 

Представим эти остатки в виде: 
*

iii evu  ,  ni ,1 ,    (17) 



 

26 где 0iu  – «положительная» часть числа *

ie , а 0iv  – его «отрицательная» часть, причем, в 

силу определения, i  должны выполняться равенства 0iivu . 

С учётом формул (10), оценки вспомогательных регрессий удовлетворяют следующим 

ограничениям: 

 



n

i

iiijkjk vuzb
1

* ,  mj ,1 , pk ,1 .   (18) 

Поскольку задача выбора вспомогательной регрессии равносильна задаче max* jkb , 

то представим угловые коэффициенты *

jkb  в виде: 

jkjkjkb   , mj ,1 , pk ,1 ,   (19) 

где 0jk  – «положительная» часть числа jkb , а 0jk  – его «отрицательная» часть, при-

чем, kj,  должно выполняться 0jkjk . 

Тогда из выражения max* jkb  следует справедливость неравенств: 

  0 jkjkr  , mj ,1 , pk ,1 ,   (20) 

где r  – вспомогательная переменная, которая представляет собой величину, равную макси-

мальному значению *

jkb  для таких номеров 
0j , 

0k , для которых неравенство (20) обращается 

в равенство. Для обращения хотя бы одного из неравенств (20) в равенство, воспользуемся 

приемом, описанным в работе [7]. 

Введем mp  булевых переменных jk , mj ,1 , pk ,1 , и сформируем ограничения: 

   jkjkjk Mr   1 ,  mj ,1 , pk ,1 ,  (21) 

}1,0{jk , mj ,1 , pk ,1 ,    (22) 

1
1 1


 

m

j

p

k

jk ,      (23) 

где M  – заранее выбранное большое положительное число. Стоит отметить, что, так как 

значения угловых коэффициентов 
*

jkb  вспомогательных регрессий всегда принадлежат про-

межутку  1;1  , то число M  достаточно взять равным единице. 

Из условий 0iivu  и 0jkjk  следует, что функционал задачи необходимо предста-

вить в виде: 

    min
1 11

 
 

m

j

p

k

jkjk

n

i

ii vu  .    (24) 

Условия неотрицательности переменных имеют вид: 

0iu ,  0iv ,  ni ,1 ,    (25) 

0jk , 0jk , mj ,1 , pk ,1 .   (26) 

Таким образом, решение задачи ЧБЛП (24) с ограничениями (15) – (23), (25), (26) га-

рантирует для всех независимых переменных выбор одной наилучшей вспомогательной ре-

грессии. 

Для второго сценария, когда для одной конкретной независимой переменной выбирает-

ся одна наилучшая вспомогательная регрессия, в предыдущей задаче необходимо лишь за-

фиксировать конкретное значение переменной j . Для третьего сценария, когда для каждой 

независимой переменной выбирается одна наилучшая вспомогательная регрессия, необхо-

димо ограничения (20), (21) и (23) заменить на следующие: 

  0 jkjkjr  , mj ,1 , pk ,1 ,    (27) 



 

27    jkjkjkj Mr   1 ,  mj ,1 , pk ,1 ,   (28) 

1
1




p

k

jk , mj ,1 ,     (29) 

где jr  – вспомогательная переменная, которая представляет собой величину, равную макси-

мальному значению *

jkb  для независимой переменной j . 

После того, как для заданного сценария найдено решение задачи ЧБЛП, необходимо по 

формуле (14) пересчитать коэффициент детерминации вспомогательной регрессии и сделать 

вывод о наличии или отсутствии гетероскедастичности в регрессионной модели.  
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