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СПОСОБ ИЗМЕРЕНИЯ СТЕПЕНИ НЕЛИНЕЙНОСТИ МНОГОФАКТОРНЫХ 

ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ И ПОЗИНОМИАЛЬНЫХ РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЕЙ 

 
Аннотация. При построении регрессионных моделей следует соблюдать баланс между их точностью и 

сложностью. Сложные модели зачастую точнее, чем простые, но более громоздки, труднообозримы и неудобны 

в обращении, что весьма затрудняет их интерпретацию. Проблематично становится интерпретировать модели и 

в том случае, если их структурная спецификация значительно нелинейна. Данная статья посвящена проблеме 

оценки степени нелинейности регрессионных моделей. Ранее авторами был предложен способ оценки степени 

нелинейности полиномиальных регрессий с одной объясняющей переменной. В данной работе этот способ 

обобщен для многофакторных полиномиальных регрессий. Впервые введена позиномиальная регрессионная 

модель, обобщающая многие известные формы связи между переменными, в частности, полиномиальную. 

Предложенный способ измерения степени нелинейности полиномиальных регрессий может применяться и для 

позиномиальных моделей. 

Ключевые слова: полиномиальная регрессия, критерий нелинейности, точность, сложность, позином, 

позиномиальная регрессия. 
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A METHOD FOR MEASURING THE NONLINEARITY DEGREE OF MULTIVARIATE 

POLYNOMIAL AND POSINOMIAL REGRESSION MODELS 
 

Abstract. When constructing regression models, a balance should be struck between their accuracy and 

complexity. Complex models are often more accurate than simple ones, but they are more cumbersome, hard to see and 

inconvenient to use, which makes their interpretation very difficult. It becomes problematic to interpret models even if 

their structural specification is significantly non-linear. This article is devoted to the problem of estimating the degree of 

nonlinearity of regression models. Previously, the authors proposed a method for estimating the degree of nonlinearity 

for polynomial regressions with one explanatory variable. In this paper, this method is generalized for multivariate 

polynomial regressions. For the first time, a posinomial regression model has been introduced, which generalizes many 

known forms of relation between variables, in particular, a polynomial one. The proposed method for measuring the 

nonlinearity degree of polynomial regressions can also be applied to posinomial models. 

Keywords: polynomial regression, non-linearity criterion, accuracy, complexity, posinom, posinomial regression. 

 
Введение 
Как известно, суть методологии математического моделирования [1,2] состоит в замене 

исходного объекта его образом – математической моделью и дальнейшем её изучении. В [3] 

к свойствам математических моделей относят адекватность, простоту, потенциальность, 

универсальность, экономичность, точность и способность к развитию. А, например, авторы 

работы [4] среди свойств моделей выделяют целенаправленность, адекватность, замкнутость, 

корректность, простоту и сложность, мягкость и жесткость, конечность, приближенность, 

экономичность, истинность, информативность, полноту, адаптивность, управляемость, 

эволюционируемость. Рассмотрим два основных свойства моделей – простоту и точность. 

1. Точность (приближенность) характеризует количественное различие между 

оригиналом и моделью, т.е. это степень совпадения значений выходных параметров 

оригинала и модели. При этом не следует путать адекватность и точность модели. Модель 

может быть точной, но на практике вести себя неадекватно. 

2. Простота и сложность. Как отмечено в [4], одновременное требование простоты и 

адекватности модели является противоречивым. Простыми моделями легче оперировать, но 



 

2 2 2 2 они часто неточны. В сложных моделях можно учесть большее число факторов, влияющих 

на изучаемые характеристики, поэтому сложные модели точнее отражают моделируемые 

свойства оригинала, но они более громоздки, труднообозримы и неудобны в обращении. 

Говоря о сложности модели далее будем подразумевать её громоздкость. Таким образом, при 

моделировании требуется соблюдать некий баланс между простотой (сложностью) и 

точностью модели. Исследованию такого баланса посвящена, например, работа [5]. 

По виду математические модели классифицируются на линейные и нелинейные [4]. 

Математическая модель называется линейной, если её оператор обеспечивает линейную 

зависимость выходных величин от значений входных величин. В противном случае модель 

является нелинейной. Как известно, нелинейные модели это самый сложно 

интерпретируемый класс функций. И здесь снова возникает противоречие: линейные модели 

зачастую неточно описывают функционирование объекта исследования, но они просты в 

интерпретации, а нелинейные модели описывают его поведение точнее, но их сложно 

интерпретировать. Поэтому при моделировании требуется соблюдать ещё и баланс между 

степенью нелинейности и точностью модели. В целом же нужно балансировать между 

сложностью, точностью и нелинейностью. 

Регрессионный анализ [6,7] является признанным инструментом математического 

моделирования. В настоящее время регрессионный анализ активно развивается. Так, в [8] 

предложен алгоритм модификации непрерывной формы метода максимальной 

согласованности при построении регрессионной модели, в [9] разработан программный 

комплекс, предназначенный для оценивания линейных регрессий методом смешанного 

оценивания и другими методами, в [10] рассмотрены способы оценивания параметров трех 

типов кусочно-линейных регрессий, в [11] предложено строить кусочно-линейную свертку 

вариантов регрессионной модели, в [12] рассмотрен метод построения неэлементарных 

линейных регрессий на основе аппарата математического программирования. Регрессионные 

модели также обладают свойствами точности и сложности. Для оценки степени 

нелинейности некоторых видов регрессионных моделей в [13,14] были разработаны 

специальные критерии, позволяющие количественно определять нелинейность каждой 

переменной по шкале от 0 (линейность) до 1 (совершенная нелинейность). Тем самым, 

нелинейность, так же как сложность и точность, можно считать свойством регрессионных 

моделей. 

Ранее авторами данной работы решались задачи [15,16] построения некоторых типов 

регрессионных моделей по критериям точности и нелинейности. Цель данной работы 

состоит в разработке способа оценивания степени нелинейности более сложных 

регрессионных зависимостей. 

 

1. Многофакторная полиномиальная регрессия и оценка её нелинейности 

Впервые задача построения регрессии по критериям точности и нелинейности была 

сформулирована для аддитивных степенных регрессий (АСР) [15]: 
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где n  – объем выборки; m  – число объясняющих переменных; iy , 1,i n=  – значения 

зависимой переменной; ijx , 1,i n= , 1,j m=  – значения независимых переменных; 0a , ja , jb

, 1,j m=  – неизвестные параметры; ie, 1,i n=  – ошибки аппроксимации. 

АСР (1) является нелинейной по параметрам. Однако в работе [15] величины 

параметров jb , 1,j m=  задавались как числа из некоторого наперед заданного интервала, 

поэтому модель (1) была линейной по параметрам и называлась квазилинейной. И не 

составляло труда находить оценки её параметров ja , 1,j m=  с помощью метода 

наименьших квадратов (МНК). 



 

3 Затем в [16] для построения квазилинейных регрессий по критериям точности и 

нелинейности был разработан программный комплекс КВАРТОН-1. При этом число 

объясняющих переменных в моделях, а значит, их сложность, не менялись. 

После чего в [17] для АСР (1) были предложены воронки нелинейности. По ним ещё до 

оценивания модели можно определять области возможных значений параметров jb , 1,j m= , 

при которых регрессия будет иметь слабую степень нелинейности. Такое сужение областей 

поиска неизвестных параметров повышает скорость численного нахождения их оценок. При 

этом гарантируется возможность интерпретации полученной АСР. В работе [18] модели (1) 

обобщены до АСР со степенями в виде дискретных функций времени. 

К сожалению, при положительных значениях независимых переменных для любых 

оценок параметров jb , 1,j m=  степенные функции в АСР (1) всегда монотонны. 

Следовательно, такие модели будут в целом незначительно отличаться от линейных, а 

значит, и их точность может быть не слишком высокой. Поэтому в [19] вместо АСР (1) было 

принято решение использовать полиномиальные регрессионные модели (ПолРМ): 
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где q  – старшая степень полинома. 

Как известно, для любого множества точек ( )1 1,x y , ( )2 2,x y , ..., ( ),n nx y  (с разными 

абсциссами) всегда можно подобрать полином степени ( )1n- , проходящий через все эти 

точки. Пусть, например, имеется множество из десяти точек (1,2), (2,15), (3,14), (4,17), (5,51), 

(6,9), (7,10), (8,12), (9,7), (10,5). Оцененный по этим точкам с помощью МНК полином 9-й 

степени имеет вид: 
2 3 49142 25060 27395,31 15973,1 5551,553y x x x x= - + - + - 

5 6 7 8 91205,54 164,9889 13,8213 0,6469246 0,0129547x x x x x- + - + - . 

График этой функции представлен на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. График полинома 9-й степени 

 

На рис. 1 красных цветом выделены исходные точки. Как видно, график функции 

проходит через все эти точки, т.е. на первый взгляд построена максимально точная 

(идеальная) модель. Однако она в значительной степени нелинейна (график функции имеет 8 

экстремумов!), поэтому, во-первых, нельзя интерпретировать коэффициенты полинома, а, 

во-вторых, прогнозы по нему будут нестабильны. Например, в точках 1x=  и 2x=  

фактические значения переменной y  совпадают с расчетными по модели значениями 2 и 15. 



 

4 4 4 4 Однако прогноз в близлежащей к этим двум точкам точке 1,3x=  дает отрицательное 

значение –136,4, сильно отличающееся и от 2, и от 15. Так происходит потому, что при 

моделировании мы вынудили регрессию реагировать на случайности. Из всего этого следует, 

что при построении моделей, в частности, полиномиальных, как отмечено в [20], не следует 

гнаться за чрезмерной сложностью уравнения регрессии, стремясь к достижению только 

высокого качества аппроксимации. И в той же работе рекомендуется еще до обращения к 

исходным данных пытаться давать ответы на такие вопросы касаемо нелинейности модели: 

будет ли искомая функция монотонная или иметь экстремумы, будут ли асимптоты, должен 

ли график функции проходить через заданные точки и т.д. 

В [19] для ПолРМ (2) был разработан критерий оценки их нелинейности. Однако в 

модель (2) входит лишь одна объясняющая переменная x . Поэтому расширим в этой 

регрессии состав объясняющих переменных, введя многофакторную ПолРМ: 
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Тогда, как следует из [19], для оценки степени нелинейности ПолРМ (3) для каждой 

объясняющей переменной введем векторы критериев нелинейности: 

( )( ),1 ,2 , 1, ,...,
j j j jj x x x sVNC x NC NC NC += , 1,j m= ,   (4) 

где js  – общее количество точек экстремума и перегиба ( )
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Заметим, что значения критериев нелинейности (5) объясняющих переменных зависят 

от оценок параметров ПолРМ. 

Каждый их критериев (5) принимает значение от 0 до 1. Если 
, 0

jx hNC = , то на отрезке 

( ) ( )

1,
j j

h hx x-
è øê ú объясняющая переменная jx  линейна. Если 

, 1
jx hNC ­ , то преобразование j -й 

переменной на h -м отрезке в значительной степени нелинейно. 

Для j -го вектора (4) справедливы утверждения. 

1. Чем больше компонент в векторе, тем больше экстремумов и перегибов имеет 

функция, поэтому сложнее её поведение с точки зрения нелинейности. Если вектор содержит 

одну компоненту, то функция на отрезке ( ) ( )

0 1,
j

j j

sx x +
è ø
ê ú

 монотонна. 

2. Если все компоненты вектора равны 0, то функция представляет собой ломаную, 

состоящую из 1js +  звеньев. Если при этом вектор содержит одну нулевую компоненту, то 

функция линейна на отрезке ( ) ( )

0 1,
j

j j

sx x +
è ø
ê ú

. Чем выше значения компонент вектора, тем труднее 

интерпретировать модель. 

Таким образом, любая многофакторная ПолРМ характеризуется множеством из m  

векторов критериев нелинейности (4), что вызывает определенные неудобства на практике, 



 

5 когда требуется быстро оценить степень нелинейности модели в целом. Для этого введем 

следующие 2 показателя. 

1. Суммарное число экстремумов и перегибов (Sum of Extrema and Inflections) ПолРМ, 

которое находится по формуле: 

1

SEI
m

j

j

s
=

=ä .      (6) 

Если SEI = 0, то все входящие в модель функции от объясняющих переменных 

монотонны. Чем выше значение SEI, тем сложнее поведение функции. 

2. Критерий нелинейности ПолРМ в целом maxNC , равный максимальной компоненте 

векторов (4), т.е. 

()( ) ( )( ) ( )( ){ }max 1 2max max ,max ,...,max mNC VNC x VNC x VNC x= .  (7) 

С помощью критериев (6) и (7) можно контролировать степень нелинейности, а, значит, 

интерпретируемость модели следующим образом. Если max 0NC = , а SEI = 0, то ПолРМ 

представляет собой линейную регрессию – самую простую в интерпретации модель. Если 

max 0NC = , а SEI > 0, то график функции для каждой объясняющей переменной представляет 

собой либо прямую, либо ломаную, что не вызывает никаких преград для интерпретации 

модели. Если *

maxNC NC¢  ( *NC  – некое пороговое значение степени нелинейности, которое 

можно взять равным, например, 0,2), а SEI > 0, то график функции для каждой объясняющей 

переменной будет слабо отличаться от прямой (ломаной), поэтому в таком случае вместо 

нелинейных функций допустимо интерпретировать прямые (ломаные). Если 
*

maxNC NC> , то 

ПолРМ в значительной степени нелинейна, поэтому её проблематично интерпретировать. 

 

2. Многофакторная позиномиальная регрессия 

В Википедии (https://ru.wikipedia.org/wiki/Позином), со ссылкой на работу [21] 

утверждается, что позином – обобщенный полином вида 

1 1
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q m
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= =

=ä Ô , 0jx > , 0kc > , kjb Í .   (8) 

Тогда с использованием позинома (8) введем в рассмотрение позиномиальную 

регрессионную модель (ПозРМ): 
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Можно заметить, что если параметры kjb  в ПозРМ (9) принимают значения 0 и 1, то 

такая модель трансформируется в линейно-мультипликативную регрессию (ЛМР) [22]. 

Пусть в каждом слагаемом ПозРМ присутствует только одна объясняющая переменная, 

причем, каждая из них входит в модель ровно q  раз. Такая ПозРМ будет иметь вид: 
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Например, при 2q=  и 3m=  ПозРМ (10) можно записать в виде: 

13 2311 12 21 22

0 11 1 12 2 13 3 21 1 22 2 23 3

b bb b b b

i i i i i i i iy x x x x x xa a a a a a a e= + + + + + + +, 1,i n= . 

Нетрудно заметить, что: 

¶ если 1q= , то ПозРМ (10) трансформируется в АСР (1); 

¶ если kjb k= , то ПозРМ (10) трансформируется в ПолРМ (3). 

Таким образом, ПозРМ (10) есть обобщение АСР (1) и ПолРМ (3). Из этого следует, что 

для оценки степени нелинейности ПозРМ (10) можно использовать критерии (6) и (7). 

 



 

6 6 6 6 Заключение. В данной работе рассмотрены многофакторные полиномиальные 

регрессионные модели. Предложен способ измерения степени их нелинейности. Введены в 

рассмотрение позиномиальные регрессионные модели, обобщающие известные ранее 

модели. Предложенный способ измерения нелинейности справедлив и для новых моделей. 

Дальнейшие работы авторов будут посвящены оцениванию позиномиальных регрессий. 
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