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ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОФАКТОРНЫХ РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЕЙ С 

ПАРАМЕТРАМИ В ВИДЕ МАТРИЦ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ ДВУМЕРНОГО 

ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Аннотация. В данной работе исследуется возможность применения моделей парной линейной с пара-

метрами в виде матриц линейных операторов двумерного векторного пространства на практике. Приведено 

подробное описание этих моделей, метода их оценивания и алгоритма прогнозирования по ним. Для автомати-

зации процесса построения таких моделей с помощью эконометрического пакета Gretl был разработан специ-

альный скрипт, по которому осуществлялось моделирование грузооборота железнодорожного транспорта Рос-

сии и экстраполяция его будущих и прошлых значений. При определенных объемах выборки полученные мо-

дели оказались гораздо адекватнее обычных моделей парной линейной регрессии. На основе исследования 

установлены объемы выборок, при которых целесообразно строить модели парной линейной с параметрами в 

виде матриц линейных операторов двумерного векторного пространства. 
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THE STUDY OF ONE-FACTOR REGRESSION MODELS WITH PARAMETERS IN THE 

FORM OF LINEAR OPERATORS MATRICES OF TWO-DIMENSIONAL VECTOR 

SPACE 

 
Abstract. In this paper, we study the possibility of using linear pair models with parameters in the form of linear 

operators matrices of a two-dimensional vector space in practice. A detailed description of these models, a method for 

estimating them, and a forecasting algorithm for them are given. To automate the process of constructing such models 

using the Gretl econometric package, a special script was developed that modeled the freight turnover of Russian rail-

way transport and extrapolated its future and past values. For certain sample sizes, the resulting models turned out to be 

much more adequate than conventional paired linear regression models. On the basis of the study, the sample sizes were 

established for which it is advisable to build linear pair models with parameters in the form of linear operators matrices 

of a two-dimensional vector space. 

Keywords: regression model, linear operator, autoregression, ordinary least squares, cargo turnover, extrapola-

tion. 

 
Введение. Регрессионный анализ [1–3] всегда был и на сегодняшний день продолжает 

оставаться мощным математическим методом моделирования статистических данных и ис-

следования их свойств. Регрессионные модели находят широкое применение в области тех-

ники, экономики, бизнеса, социологии, медицины и других отраслях науки. А популяризиру-

емое в настоящее время нейросетевое моделирование, возникшее благодаря развитию вы-

числительных технологий и ошибочно выдаваемое в средствах массовой информации за ис-

кусственный интеллект, сформировалось как раз таки из регрессионного анализа и тесно с 

ним связано. 

Регрессионному анализу посвящено несчетное количество научных работ. Среди них 

хотелось бы выделить монографию профессора С.И. Носкова [4], в которой приведены мето-

ды и программные комплексы реализации основных этапов статистического моделирования 

объектов различной природы, функционирование которых характеризуется нестабильностью 

в прошлом и будущем. Работы [5–9] посвящены методам оценивания параметров линейной 

регрессии: в [5] рассмотрен метод антиробастного оценивания, в [6] – метод смешанного 



 

2 оценивания, в [7–9] – метод множественного оценивания. В статьях [10, 11] описано матема-

тическое обеспечение для построения некоторых видов регрессионных моделей: в [10] рас-

смотрены линейно-мультипликативные регрессии, в [11] – негладкие регрессии. В основе 

построения таких моделей лежит аппарат линейно-булевого программирования, вопросы 

применимости которого в регрессионном анализе подробно описаны в монографии [12]. В 

работах [13, 14] разработаны критерии нелинейности квазилинейных регрессионных моде-

лей. Статьи [15, 16] посвящены оцениванию моделей полносвязной линейной регрессии. 

Во всех перечисленных выше литературных источниках [1–16] параметры линейных 

регрессионных моделей трактуются как матрицы линейных операторов одномерного вектор-

ного пространства. В работе [17] рассмотрен математический аппарат для оценивания моде-

лей парной линейной регрессии с параметрами в виде матриц линейных операторов двумер-

ного векторного пространства. Установлено, что в случае минимизации суммы квадратов 

ошибок, т.е. с использованием метода наименьших квадратов (МНК), такое оценивание сво-

дится к решению соответствующей системы линейных алгебраических уравнений. Достоин-

ством предложенных в работе [17] моделей является то, что при прогнозировании значений 

объясняемой переменной y  не требуется задавать прогнозные значения объясняющей пере-

менной x , поскольку они последовательно определяются по модели. 

Целью данной работы является исследование возможности применения моделей пар-

ной линейной с параметрами в виде матриц линейных операторов двумерного векторного 

пространства на практике. Исследование проводится на примере моделирования грузооборо-

та железнодорожного транспорта России. 

 
Модели парной линейной регрессии с параметрами в виде матриц линейных опе-

раторов двумерного векторного пространства. В матричной форме такие модели записы-

ваются следующим образом [17]: 
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, 1, 1i n   – вектор i -й пары соседних ошибок аппроксимации; 

n  – объем выборки; 

10 , 11 , 12 , 20 , 21 , 22  – неизвестные параметры. 

Модель (1) можно представить в виде системы  2 1n  уравнений: 
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В системе (2) уравнения 10 11 12 1i i i iy x x        фактически представляют собой мо-

дель распределенного лага – модель временного ряда, в которой текущие значения ряда y  

зависят от текущего и будущего значений ряда x . А уравнения 1 20 21 22 1 1i i i iy x x          

представляют собой модель распределенного лага, в которой текущие значения ряда y  зави-

сят от текущего и прошлого значений ряда x . 



 

3 В работе [17] для оценивания модели (2) был использован МНК, состоящий в миними-

зации функционала: 
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С учетом системы (2) задачу безусловной оптимизации (3) можно переформулировать в 

виде задачи условной оптимизации: 
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при ( 2)n -х линейных ограничениях 

10 11 1 12 2 20 21 22 1i i i ix x x x            ,  1, 2i n  .    (5) 

С использованием метода множителей Лагранжа в [17] показано, что решение оптими-

зационной задачи с целевой функцией (4) и с линейными  ограничениями (5) находится из 

системы линейных алгебраических уравнений с  4n   неизвестными: 
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   (6) 

 
Если определитель основной матрицы системы (6) отличен от нуля, то задача (4) при 

ограничениях (5) будет иметь единственное решение. 

Пусть оцененная модель (2) имеет вид: 
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где 10 , 20 , 11 , 12 , 21 , 22  – оценки параметров 10 , 20 , 11 , 12 , 21 , 22 ; iy , 1,i n  – 

расчетные значения переменной y . 

Тогда прогнозирование будущих значений объясняемой переменной y  по регрессии 

(7) осуществляется следующим образом [17]. 

1. С использованием n -го наблюдаемого значения nx  объясняющей переменной и n -го 

расчетного значения ny  объясняемой переменной находится  1n -е прогнозное значение 

1nx   объясняющей переменной по формуле 10 11
1

12

n n
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y x
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2. С использованием 1nx   определяется прогнозное значение 1ny   объясняемой пере-

менной по формуле 1 20 21 22 1n n ny x x      . 



 

4 3. Предыдущие шаги повторяются заданное количество раз. 

Аналогичным образом по регрессии (7) можно экстраполировать прошлые значения 

объясняемой переменной y . Для этого с использованием 1-го наблюдаемого значения 1x  

объясняющей переменной и 1-го расчетного значения 1y  объясняемой переменной находит-

ся 0-е значение 0x  объясняющей переменной по формуле  1 20 22 1
0

21

y x
x

 



 
 , 21 0  . Затем 

определяется 0-е значение 0y  объясняемой переменной по формуле 0 10 11 0 12 1y x x     . 

 
Моделирование грузооборота железнодорожного транспорта России. Вопросам мо-

делирования и прогнозирования показателей функционирования железнодорожного транс-

порта России посвящены, например, работы [18–20]. Для построения моделей парной линей-

ной регрессии с параметрами в виде матриц линейных операторов двумерного векторного 

пространства (2) были использованы статистические данные за 1990–2018 годы из работы 

[20] по следующим двум показателям: 

y  – грузооборот железнодорожного транспорта России (млрд т км); 

x  – ВВП России (млрд долл., в ценах 1990 г.). 

Для автоматизации процесса построения моделей (2) с использованием эконометриче-

ского пакета Gretl был разработан специальный скрипт. Он позволяет по любой выборке за-

данного объема n , состоящей из двух переменных x  и y , сформировать и решить систему 

(6), т.е. найти оценки модели (2), и автоматически осуществить экстраполяцию на 3 шага в 

прошлое и в будущее. 

Сначала с использованием разработанного скрипта модель (2) оценивалась по данным 

за период 1990–2018 годы, т.е. по всей выборке объема 29n  . В результате была получена 

регрессия: 

(2) (2)
1,4622 0 1 3,5598 0
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1 1
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i i

i i
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y x 

  

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  1,28i  ,   (9) 

в которой оценки 12 0  , 21 0  , а все множители Лагранжа i , 1,27i   оказались отличны 

от 0. 

Оказалось, что оценки регрессии (9) 10 20 1,4622     и 11 22 3,5598    совпадают 

с МНК-оценками построенной в работе [20] модели парной линейной регрессии. Таким об-

разом, модель (9) равносильна оцененной с помощью МНК парной регрессии. При этом в 

регрессии (9) оценки 12 21 0   , поэтому становится невозможно определять будущие и 

прошлые значения объясняющей переменной x , т.е. невозможно использовать эту модель 

для экстраполяции значений объясняемой переменной y . Отсюда можно сделать вывод, что 

модели парной линейной регрессии с параметрами в виде матриц линейных операторов дву-

мерного векторного пространства целесообразно строить для выборок только определенного 

объема n . 

Для исследования влияния объема выборки n  на оценки модели (2) было решено по-

следовательно оценивать её при 2,3,4,...,26n  . Для того, чтобы была возможность сравни-

вать наблюдаемые и прогнозные по модели (2) значения переменных y  и x  на будущие 3 

года, из общей выборки были исключены наблюдения за 2016–2018 годы. Поэтому для по-

строения регрессии при 2n   использовались наблюдения за 2014–2015 годы, при 3n   – за 

2013–2015 годы и т.д. Для каждой построенной модели определялись расчетные значения 



 

5 объясняемой переменной y , а также осуществлялась экстраполяция значений переменных 

y  и x  на 3 года в будущее и в прошлое. 

Получилось, что при 2n   и при 3n  определитель основной матрицы системы (6) ра-

вен 0, поэтому она либо вовсе не имеет решений, либо имеет бесчисленное множество реше-

ний. 

По выборке за 2012–2015 годы объема 4n   была построена следующая регрессия: 

(2) (2)
5741,554 0 1 1,1 4,156

0 6146,962 1 11,087 1,484
Y X

     
     

    
,  (10) 

при этом множители Лагранжа 1 2 0   . 

Расчетные по модели (10) значения переменной y  полностью совпадают с её наблюда-

емыми значениями, т.е. все ошибки этой регрессии равны 0. Для сравнения, оцененная по 

той же выборке модель парной линейной регрессии имеет вид 3298,64 1,5693y x   и, судя 

по значению её коэффициента детерминации 2 0,107R  , примерно в 10 раз меньшего, чем 

для регрессии (10), существенно уступает ей по адекватности. Этот результат можно объяс-

нить тем, что модель (10) содержит в себе больше параметров, чем парная линейная регрес-

сия. 

Наблюдаемые и прогнозные по модели (10) значения переменных y  и x  на период 

2016–2018 гг. представлены в таблице 1, а их экстраполированные на период 2009–2011 гг. 

значения – в таблице 2. 

 
Таблица 1 

Прогнозы на 2016–2018 годы 

Год наблx  расчx  
наблy  расчy  

2016 656,6 654,916 2342,6 2027,739 

2017 666,5 720,177 2491,4 2183,554 

2018 679,2 665,396 2596,4 2825,823 

 

Таблица 2 

Экстраполяция на 2009–2011 годы 

Год наблx  расчx  
наблy  расчy  

2009 587,9 666,675 1865,3 2229,275 

2010 614,4 668,566 2011,3 2237,327 

2011 640,6 666,128 2127,8 2254,672 

 

По таблицам 1 и 2 видно, что экстраполяция по модели (10), построенной на основе 

всего лишь четырех наблюдений, дает хоть и не выдающиеся, но весьма приемлемые резуль-

таты, хорошо согласующиеся с реальными данными. 

По выборке за 2011–2015 годы объема 5n   была построена следующая регрессионная 

модель: 

(2) (2)
442,526 0 1 3,897 0,108

0 1780,559 1 2,109 1,387
Y X

    
     

    
,   (11) 

при этом множители Лагранжа 1 12,176  , 2 8,524   , 3 0,178   . 

Наблюдаемые за 2011–2015 годы значения объясняемой переменной y  и её расчетные 

по модели (11) значения за тот же период приведены в таблице 3. В ней же содержатся рас-

четные значения для построенной по тем же данным линейной регрессии 

796,758 2,172y x  , коэффициент детерминации которой 
2 0,183R  . 

 



 

6 Таблица 3 

Наблюдаемые, расчетные по модели (11) и по линейной регрессии значения переменной y  

Год наблy  расчy  для ре-

грессии (11) 

расчy  для линей-

ной регрессии 

2011 2127,8 2126,063 2188,1 

2012 2222,4 2212,752 2235,9 

2013 2196,2 2247,094 2254,8 

2014 2298,6 2259,9 2263,5 

2015 2304,8 2303,991 2207,6 

 
Используя таблицу 3, можно определить остатки моделей. Так, для линейной регрессии 

они составляют 

1 60,3e   ,   2 13,5e   ,   3 58,6e   ,   4 35,1e  ,   5 97,2e  , 

а для регрессии (11) 

1 1,737e  ,   2 9,648e  ,   3 50,894e   ,   4 38,7e  ,   5 0,809e  . 

По остаткам видно, что модель (11) адекватнее линейной регрессии. Также можно за-

метить, что сумма остатков модели (11) равна 0, т.е. для неё справедливо основное тожде-

ство дисперсионного анализа [12]. На основании этого для регрессии (11) был вычислен ко-

эффициент детерминации 
2 0,809R  , значение которого оказалось более чем в 4 раза боль-

ше, чем для линейной модели. 

Наблюдаемые и прогнозные по модели (11) значения переменных y  и x  на период 

2016–2018 гг. представлены в таблице 4, а их экстраполированные на период 2008–2010 гг. 

значения – в таблице 5. 

 

Таблица 4 

Прогнозы на 2016–2018 годы 

Год наблx  расчx  
наблy  расчy  

2016 656,6 1980,509 2342,6 403,379 

2017 666,5 -63411,004 2491,4 93929,912 

2018 679,2 3150793,678 2596,4 -4503145 

 

Таблица 5 

Экстраполяция на 2008–2010 годы 

Год наблx  расчx  
наблy  расчy  

2009 587,9 90,372 1865,3 -42,09 

2010 614,4 444,727 2011,3 1354,233 

2011 640,6 585,04 2127,8 1907,133 

 
По таблицам 4 и 5 можно видеть, что экстраполяция по модели (11) дала очень плохие 

результаты. В таблице 4 прогнозные значения переменной x  не являются устойчивыми, что 

приводит к неустойчивости прогнозных значений переменной y . То же самое, но в умерен-

ной степени, можно наблюдать в таблице 5. 

Дальнейшее оценивание модели (2) при 6n   всегда приводило к следующему резуль-

тату: оценки 12 21 0   , а оценки 10 20   и 11 22   были равны МНК-оценкам соответ-

ствующих моделей парной линейной регрессии. Таким образом, при 6n   модель (2) всегда 

оказывалась равносильной оцененной с помощью МНК парной регрессии. 

 



 

7 Исследование системы линейных алгебраических уравнений (6). Умножим первое 

уравнение системы (6) на 1x  и вычтем его из второго. Аналогично умножим первое уравне-

ние на 2x  и вычтем его из третьего. Тогда система линейных алгебраических уравнений (6) 

примет вид: 
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   (12) 

 

Рассмотрим далее систему (12) для конкретных значений объема выборки n . 

Если 2n  , то система (12) содержит 6 неизвестных и 4 уравнения, т.е. ранг её основ-

ной матрицы 4r   всегда меньше числа неизвестных. Следовательно, если система (12) и 

совместна, то никогда не может являться определенной и иметь единственное решение. 

Если 3n  , то система (12) содержит 7 неизвестных и 7 уравнений. Её второе и третье 

уравнения имеют вид  2 1 1 0x x    и  3 2 1 0x x   . Отсюда следует, что если 2 1 0x x   

или 3 2 0x x  , то 1 0  . Тогда, исключив второе и третье уравнения, система (12) будет 

иметь 6 неизвестных и 5 уравнений, т.е. в случае совместности не будет определенной. А ес-

ли 2 1 0x x   и 3 2 0x x  , то, исключив второе и третье уравнения, система (12) будет иметь 

7 неизвестных и 5 уравнений, т.е. снова не будет определенной в случае совместности. 

Таким образом, найдено объяснение, почему при моделировании грузооборота при 

2n   и 3n   определитель основной матрицы системы был равен 0. Потому что при 2n   и 

3n   система (6) всегда либо не имеет решений, либо является неопределенной. 

Если 4n  , то система (12) содержит 8 неизвестных и 8 уравнений. Её второе и третье 

уравнения имеют вид 

   

   

2 1 1 3 1 2

3 2 1 4 2 2

0,

0.

x x x x

x x x x

 

 

   


   

    (13) 

Система (13) является однородной и в ней число уравнений равно числу неизвестных. 

Обозначим её определитель 
2 1 3 1

3 2 4 2

x x x x

x x x x

 
 

 
. Тогда, если 0  , то система (13) имеет 

единственное тривиальное решение 1 2 0   . Исключая второе и третье уравнения, в си-

стеме (12) останется 6 неизвестных и 6 уравнений, т.е. она может быть определенной. Если 

же 0  , то система (13) имеет бесчисленное множество ненулевых решений, а её строки 

являются линейно зависимыми, поэтому одно из её уравнений можно исключить. Тогда си-



 

8 стема (12) будет иметь 8 неизвестных и 7 уравнений, т.е. никогда не может быть определен-

ной. 

Заметим, что для модели (10) величина определителя 
8,7 12,7

239,59
4 21,7

   


, по-

этому при её оценивании множители Лагранжа оказались равны 0. 

Если 5n  , то система (12) содержит  4n   неизвестных и  4n   уравнения. Её вто-

рое и третье уравнения имеют вид 

 

 

2

1 1

1

2

2 2

1

0,

0.

n

i i

i

n

i i

i

x x

x x




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










 



  





      (14) 

Если ранг матрицы системы (14) равен 1, то одно из её уравнений можно исключить. 

Тогда система (12) будет иметь  4n   неизвестных и  3n  уравнений, т.е. она никогда не 

может быть определенной. А если ранг матрицы системы (14) равен 2, то из неё нельзя ис-

ключить одно из уравнений, поэтому система (12) может быть определенной. 

Обобщив вышесказанное, можно сделать следующий вывод: если 3n  , то найти оцен-

ки неизвестных параметров модели (2) не представляется возможным; а если 4n  , то един-

ственные оценки параметров модели (2) могут существовать тогда и только тогда, когда ранг 

матрицы системы (14) равен 2. 

Выясним теперь, почему при 6n   модель (2) равносильна оцененной с помощью МНК 

парной регрессии. Напомним, что оценки модели (2) удовлетворяют ограничениям (5), кото-

рые можно переписать в виде однородной системы: 

   10 20 11 22 1 12 2 21 0,i i ix x x              1, 2i n  .  (15) 

Пусть 0 10 20A    , 1 11 22A    , 2 12A  , 3 21A   . Тогда выражение (15) можно 

представить в виде: 

0 1 1 2 2 3 0,i i iA A x A x A x       1, 2i n  .  (16) 

Очевидно, что при 4 5n   ранг основной матрицы системы (16) меньше числа неиз-

вестных, поэтому она всегда имеет бесчисленное множество решений. А если при 6n   ранг 

основной матрицы системы (16) равен 4, то она имеет единственное тривиальное решение 

0 1 2 3 0A A A A    . Отсюда следует, что при 6n   оценки модели (2) 10 20  , 11 22  , 

12 21 0   . С использованием этих равенств, система (6) принимает вид: 
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    (17) 



 

9 Прибавляя первое уравнение системы (17) к четвертому, а второе к шестому, можно 

получить систему для оценок 10  и 11 : 
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    (18) 

Решение системы (18) даёт МНК-оценки модели парной линейной регрессии y  от x . 

Таким образом, если ранг основной матрицы системы (16) равен 4, то при 6n   модель 

(2) равносильна оцененной с помощью МНК парной регрессии. В этом случае невозможно 

экстраполировать значения объясняющей переменной x , а значит, пропадает необходимость 

в построении модели парной линейной регрессии с параметрами в виде матриц линейных 

операторов двумерного векторного пространства. Из этого можно сделать вывод, что модели 

(2) целесообразно строить только при 4 5n  . 

И в завершение рассмотрим еще некоторые особенности моделей парной линейной ре-

грессии с параметрами в виде матриц линейных операторов двумерного векторного про-

странства. Модели (2) оцениваются с помощью минимизации функции (4) при ограничениях 

(5). Выразив из (5) значение 2ix  , получим: 
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( ) ( )i i
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x x
x
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




   
 ,  1, 2i n  .   (19) 

Выражение (19) представляет собой авторегрессионный процесс второго порядка, но 

без ошибок аппроксимации. Это означает, что оценки модели (2) находятся так, чтобы одно-

временно минимизировать её сумму квадратов ошибок и при этом связать значения 2ix  , 1ix   

и ix  функциональной зависимостью. Используя авторегрессию (19) при 12 0  , по второму 

уравнению оцененной модели (7) можно получить прогнозное значение 
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   
   . Заметим, что точно так же часто по-

ступают исследователи при прогнозировании по модели парной линейной регрессии, а 

именно, если неизвестны будущие значения переменной x , то чтобы их получить прибегают 

к моделированию авторегрессионного процесса p -го порядка: 

0 1 1 2 2 ...i i i p i p ix a a x a x a x         ,  1,i  , (20) 

где   – объем выборки. При этом для получения МНК-оценок модели (20) должно выпол-

няться условие 1p   , т.е. объем выборки должен быть не меньше, чем число параметров 

авторегрессии (20). В противном случае, т.е. при 1p   , МНК-оценки неидентифицируе-

мы. А модель (2) наоборот строится при условии, когда 1p   , т.е. при 2 3n   или при 

5n  . 

Поясним теперь, почему в модели (11), построенной по выборке объема 5n   за 2011–

2015 годы, прогнозные значения переменных y  и x  оказались неустойчивыми. При 5n   

для авторегрессии (20) второго порядка число параметров 1 3p   и объем выборки 3  . 

Следовательно, число степеней свободы этой модели равно 0, а её МНК-оценивание дает ав-

торегрессию идеального качества, в которой все остатки равны 0: 

2 120509,74 48,757 19,463i i ix x x    . 

Известно, что применение таких идеальных моделей на другой выборке может приво-

дить к явному рассогласованию наблюдаемых и расчетных значений переменной x . Вот по-

этому при построении модели (2) прогнозные значения переменной x  оказались неустойчи-

выми. 

 



 

10 Заключение. В данной работе достаточно подробно исследована возможность приме-

нения моделей парной линейной регрессии с параметрами в виде матриц линейных операто-

ров двумерного векторного пространства на практике. Установлено, что такие модели целе-

сообразно строить только по выборкам объема 4 5n  . При 4n   была оценена модель 

(10), превосходящая классическую парную регрессию по коэффициенту детерминации при-

мерно в 10 раз и показавшая приемлемые результаты при экстраполировании. При 5n   бы-

ла получена модель (11), значение коэффициента детерминации которой оказалось более чем 

в 4 раза больше, чем для соответствующей парной регрессии, но показавшая при экстрапо-

лировании неустойчивость значений переменных y  и x . В дальнейшем автор планирует ис-

следовать модели парной линейной регрессии с параметрами в виде матриц линейных опера-

торов трехмерного векторного пространства, которые могут применяться для выборок боль-

шего объема. 
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